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Îáîçíà÷åíèÿ.

Ïîä ïåðåìíîæåíèåì âåêòîðîâ ~x~y ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ãäå íóæíî, îíî îáîçíà÷àåòñÿ 〈· , ·〉.

Çíà÷îê T â AT îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû. E � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà.

Rn � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî; N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà; Cn � n-
ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî; C(·),C1(·) ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ è äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà · ñîîòâåòñòâåííî.

[ · ]i � i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà.
◦
= � ââîäèìîå îáîçíà÷åíèå. Íàïðèìåð, ~̂x

◦
= ~x

σ(t) îçíà÷àåò ¾îáîçíà÷èì
~x
σ(t) êàê

~̂x¿.
Åñëè ññûëêà íà òåîðåìó íå óêàçûâàåò ãëàâó, çíà÷èò, ýòî òåîðåìà òåêóùåé ãëà-

âû.
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Ãëàâà 1

Ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî

áàëàíñà. Òåîðèÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

1.1 Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà Â. Â. Ëåîí-

òüåâà.

Áóäåì íàçûâàòü îòðàñëü ÷èñòîé, åñëè âûïóñêàåìàÿ åþ ïðîäóêöèÿ îäíîðîäíà.
Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â ÑÑÑÐ ñ÷èòàëè ÷èñòûìè

n=18 îòðàñëåé, õîòÿ ñðåäè íèõ ïîïàäàëèñü è îòðàñëè ñ íåîäíîðîäíîé ïðîäóê-
öèåé (íàïðèìåð, ýëåêòðîýíåðãèÿ � ãèäðî-, àòîìíàÿ è ò. ä.). Â ÑØÀ ýòà ìîäåëü
áûëà áîëåå ïîäðîáíîé: n=96. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàå-
ìûõ îòðàñëåé (äî 1000) ìîäåëü ñòàíîâèëàñü íå ãîäíîé � íå âûïîëíÿëîñü îñíîâíîå
ïðåäïîëîæåíèå å¼ ïîñòðîåíèÿ, î êîòîðîì ñêàæåì íèæå.

Ðàçîáüåì ïðîèçâîäñòâåííóþ ñèñòåìó íà ÷èñòûå îòðàñëè è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âðåìåííûå ðÿäû:

xi(t) � îáú¼ì âûïóñêà i-é îòðàñëè â ïåðèîä âðåìåíè t,
zij(t) � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå

ñûðüÿ j-é îòðàñëüþ â ïåðèîä âðåìåíè t,
ωi(t) � êîíå÷íûé âûïóñê i-é îòðàñëè â ïåðèîä âðåìåíè t.
Íàáëþäàÿ îòäåëüíûé ðÿä, ñëîæíî äåëàòü êàêèå-ëèáî âûâîäû îá ýêîíîìè÷å-

ñêîé ñèñòåìå (ñëèøêîì ìíîãî ïåðåìåííûõ). Íî åñëè ðàçáèòü ýêîíîìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó òàê, ÷òîáû ðàñõîäíûå êîýôôèöèåíòû

zij(t)

xj(t)
≈ aij

ñëàáî çàâèñåëè îò âðåìåíè (ýòî è åñòü îñíîâíàÿ ãèïîòåçà), ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó
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ïðÿìûõ çàòðàò Ëåîíòüåâà :
A = ‖aij‖i,j=1,n

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ çàìêíóòîé ýêîíîìèêè âûïóñê áóäåò çàâèñåòü îò ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ íóæä è êîíå÷íîãî ñïðîñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi(t) =
n∑
j=1

zij(t) + ωi(t) (i = 1, . . . , n)

èëè

xi(t) =
n∑
j=1

aij(t)xj(t) + ωi(t) (i = 1, . . . , n)

Îáîçíà÷èì
~x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð îú¼ìà ïðîèçâîäñòâà âûïóñêà,
~ω = (ω1, . . . , ωn) � âåêòîð êîíå÷íûõ âûïóñêîâ (èäóùèõ ïîòðåáèòåëÿì, õîçÿéñòâàì
è ò.ä.).

Òîãäà ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïî ñîäåðæà-
òåëüíîìó ñìûñëó îáú¼ì ïðîèçâîäñòâà è êîíå÷íûé âûïóñê íåîòðèöàòåëüíû):

~x = A~x+ ~ω

~x > 0, ~ω > 0

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà aij > 0 (i, j = 1, n)

Æèçíåñïîñîáíà ëè ýòà ýêîíîìèêà?

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè

∃~x > 0, ~ω > 0 | ~x = A~x+ ~ω

Ïðîñòåéøàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

~x(t) = A~x(t+ 1) + ~ω(t+ 1)

ïî ñóòè ïîñòóëèðóåò, ÷òî ïðîèçâåäåííûé âûïóñê ìîæíî ïîòðåáèòü òîëüêî â ñëå-
äóþùèé ìîìåíò âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ðåæèì ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ñ òåìïîì s:

~x(t) = st~x

~ω(t) = st~ω

Ñ êàêèìè òåìïàìè ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ìîäåëü ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà?

st~x = st+1A~x+ st+1~ω | : st+1
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(
1

s
E − A)~x = ~ω

~x > 0, ~ω > 0

Îáîçíà÷èì D = (1sE − A) = ‖dij‖i,j=1,n, ãäå

dij 6 0, i 6= j (1.1)

Òîãäà ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

D~x = ~ω

~x > 0, ~ω > 0

Îïðåäåëåíèå 1'. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà D = ‖dij‖i,j=1,n, óäîâëåòîâðÿþ-
ùàÿ (1.1), ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè

∃~x > 0, ~ω > 0 | D~x = ~ω

Çàìå÷àíèå. Åñëè D = E − A, òî D ïðîäóêòèâíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1'
⇔ A ïðîäóêòèâíà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

1.2 Ïðîäóêòèâíàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D = ‖dij‖i,j=1,n, óäîâëåòâîðÿåò (1.1). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ∃~x > 0, ~ω > 0 | D~x = ~ω

2) ∀~ω > 0 ∃~x > 0 | D~x = ~ω

3) âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû, ò. å.

det


d11 d12 . . . d1k
d21 d22 . . . d2k
. . . . . . . . . . . .
dk1 dk2 . . . dkk

 > 0, k = 1, n

4) ∀ 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n

det


di1i1 di1i2 . . . di1ik
di2i1 di2i2 . . . di2ik
. . . . . . . . . . . .
diki1 diki2 . . . dikik

 > 0
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*Óñëîâèå 3 èëè 4 èçâåñòíî êàê óñëîâèå Õîêèíñà-Ñàéìîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1 Ïîêàæåì, ÷òî èç 1)⇒3) (èíäóêöèåé ïî n).
Äëÿ n = 1 èç d11x1 = ω1, x1 > 0, ω1 > 0 ⇒ d11 > 0 � ò. å. óòâåðæäåíèå øàãà

âåðíî. Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ n − 1. Ïîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ n. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó: 

d11x1 + d12x2 + . . .+ d1nxn = ω1, x1 > 0, . . . , xn > 0

d21x1 + d22x2 + . . .+ d2nxn = ω2, ω1 > 0, . . . , ωn > 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dn1x1 + dn2x2 + . . .+ dnnxn = ωn

(1.2)

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ~x, ~ω è óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ìàòðèöûD, èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷èì:

d11x1 = ω1 − d12x2 − . . .− d1nxn > 0⇒ d11 > 0

Òåïåðü âûðàçèì x1 è èñêëþ÷èì åãî ìåòîäîì Ãàóññà èç îñòàëüíûõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû (1.2). Ïîëó÷èì:

d11x1 + d12x2 + . . .+ d1nxn = ω1
d̂22x2 + . . .+ d̂2nxn = ω̂2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d̂n2x2 + . . .+ d̂nnxn = ω̂n

(1.3)

ãäå

d̂ij = dij −
di1
d11

d1j, i, j = 2, . . . , n

ω̂i = ωi −
di1
d11

ω1, i = 2, . . . , n

(1.4)

Çàìåòèì, ÷òî d̂ij 6 0 ïðè i 6= j, à ω̂i > 0. Òîãäà ìàòðèöà D̂ = ||d̂ij||i,j=2,n óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

det

d̂22 . . . d̂2k
. . . . . . . . .

d̂k2 . . . d̂kk

 > 0 (k = 2, n) (1.5)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2) â (1.3), èìååì:

det


d11 d12 . . . d1k
d21 d22 . . . d2k
. . . . . . . . . . . .
dk1 dk2 . . . dkk

 = det


d11 d12 . . . d1k
0 d̂22 . . . d̂2k
. . . . . . . . . . . .

0 d̂k2 . . . d̂kk

 = d11det

d̂22 . . . d̂2k
. . . . . . . . .

d̂k2 . . . d̂kk

 > 0

(1.6)
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Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà (1.2) óäîâëåòâîðÿåò 3).
Øàã 2 Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç 3)⇒2) (òîæå èíäóêöèåé ïî n).
Äëÿ n = 1 èç d11x1 = ω1 ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = 1

d11
ω1 > 0 ïðè ω1 > 0, ò. å.

óòâåðæäåíèå øàãà âåðíî. Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ n − 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî
âåðíî è äëÿ n.

Åñëè (1.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õîêèíñà-Ñàéìîíà 3), òî, â ÷àñòíîñòè, d11 >
0, òàê ÷òî âåðíî ïðåîáðàçîâàíèå èç (1.2) â (1.3) è âûïîëíåíî (1.6). Ïðè ýòîì
ýëåìåíòû d̂ij âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.4).

Èç (1.6) ⇒ (1.5) â ñèëó d11 > 0. Çíà÷èò, D̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õîêèíñà-
Ñàéìîíà 3) è óñëîâèþ (1.1).

Òàê êàê ωi > 0 è di1 6 0 â ñîîòíîøåíèè (1.4), òî ω̂i > 0 (i = 2, . . . , n). Òîãäà,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ ñèñòåìû (1.3) ∃x2 > 0, . . . , xn > 0. Îñòàëîñü
íàéòè x1:

x1 =
1

d11
(ω1 − d12x2 − . . .− d1nxn) > 0

íåîòðèöàòåëåí, ò.ê. d11 > 0, ω1 > 0, d1i 6 0 (i = 1, . . . , n)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∀ íàáîðà ~ω íàøëè ~x > 0, óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå (1.2),

ò. å. âûïîëíåíî 2).
Øàã 3 Î÷åâèäíî, ÷òî èç 1)⇒3)⇒2)⇒1), è ÷òî èç 4)⇒3).
Øàã 4 Ïîêàæåì, ÷òî èç 2)⇒4). Ýòî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ïóñòü 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

det


di1i1 di1i2 . . . di1ik
di2i1 di2i2 . . . di2ik
. . . . . . . . . . . .
diki1 diki2 . . . dikik

 > 0 (∗)

Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó

π =

(
1 2 . . . k . . . n
i1 i2 . . . ik . . . in

)
åé ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè Eπ:

Eπ~x =

xi1:
xin

 , ET
πEπ = E

Ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå 2): ∀~ω > 0 ∃~x > 0 | D~x = ~ω
äîìíîæèâ åãî ñëåâà íà Eπ, ïîëó÷èì: EπD~x = Eπ~ω.

Çàìåòèì, ÷òî Eπ~ω = ~ωπ > 0⇔ ~ω > 0. Òîãäà, îáîçíà÷èâ EπDE
T
π = Dπ, Eπ~x =

~xπ, ïîëó÷èì óñëîâèå 2) äëÿ ìàòðèöû Dπ:

∀~ωπ > 0 ∃~xπ > 0 | Dπ~xπ = ~ωπ
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à ó ìàòðèöû Dπ ìèíîð (∗) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ãëàâíûì � çíà÷èò ïîëî-
æèòåëåí.

�

Çàìå÷àíèå. Îáñóäèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ ñëó-
÷àÿ ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà:

~x = A~x+ ~ω, A > 0

n = 1. Âñå ïðîèçâîäñòâî êîíñîëèäèðîâàíî â îäíó îòðàñëü.

x1 = a11x1 + ω1

Êîãäà òàêàÿ îòðàñëü ïðîäóêòèâíà? ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà çàòðàòû íà ïðî-
èçâîäñòâî ïðåâûøàþò èìåþùèåñÿ ðåñóðñû (a11 > 1), ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå
æèçíåñïîñîáíà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû åñòü a11 < 1 (â
ýòîì ñëó÷àå D = ‖1− a11‖ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà).

n = 2. {
x1 = a11x1 + a12x2 + ω1

x2 = a21x1 + a22x2 + ω2

Îïÿòü æå, óñëîâèÿ a11 < 1, a22 < 1 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ïðîäóêòèâíî-
ñòè ñèñòåìû, íî íå äîñòàòî÷íûìè. Âûðàçèì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ îáú¼ì âûïóñêà
2-é îòðàñëè è ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

x1 =

(
a11 +

a12a21
1− a22

)
x1 + ω1 +

a12
1− a22

ω2

Òåïåðü óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû
(
a11 + a12a21

1−a22

)
< 1 áîëåå ñèëüíîå.

Çäåñü êðîìå çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêòà 1-é îòðàñëüþ ó÷èòûâàþòñÿ åùå è
êîñâåííûå. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ ðåàëèçóåòñÿ èçáûòî÷íûé
ïðîèçâîäñòâåííûé êîíòóð.

Ïî òåîðåìå 1, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû

D =

(
1− a11 −a12
−a21 1− a22

)
áóäåò óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ: detD = (1 − a11)(1 − a22) −
a12a21 > 0 � à ýòî è åñòü óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû, ïîêàçàííîå âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, íå ïðîäîëæàÿ âûêëàäîê äëÿ á�îëüøèõ n, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Õîêèíñà-Ñàéìîíà ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè èçáûòî÷íîãî
ïðîèçâîäñòâåííîãî êîíòóðà.
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Â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ â ÑÑÑÐ â ïðîöåññå ïåðåõîäà îò öåíòðàëèçîâàííî ïëà-
íèðóåìîé ýêîíîìèêè ê ðûíî÷íîé íàáëþäàëàñü îòðèöàòåëüíàÿ äîáàâëåííàÿ ñòîè-
ìîñòü îáðàáàòûâàþùèõ îòðàñëåé. Îäíàêî ëèáåðàëèçàöèÿ öåí â íà÷àëå 90-õ ïîêà-
çàëà ñîñòîÿòåëüíîñòü ýòèõ îòðàñëåé âïëîòü äî ýêñïîðòà ïðîäóêöèè çà ðóáåæ. Â
ÑØÀ äàæå ïðèíÿëè äîêòðèíó ïî óâåëè÷åíèþ òàìîæåííîé ïîøëèíû (â ðàìêàõ
ïðîòåêöèîíèçìà) â îòíîøåíèè ïðîäóêöèè èç Ðîññèè. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå äîáàâ-
ëåííîé ñòîèìîñòè.

Ïóñòü ~p = (p1, . . . , pn) � âåêòîð öåí. Íà âûïóñê åäèíè÷íîé ïðîäóêöèè i-é îò-
ðàñëè ìû çàòðà÷èâàåì aji ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè. Òîãäà äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü
åäèíè÷íîé ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè åñòü

πi = pi −
n∑
j=1

pjaji (i = 1, n),

à âåêòîð äîáàâëåííûõ ñòîèìîñòåé îò ïðîèçâîäñòâà åäèíè÷íîé ïðîäóêöèè îòðàñëè
åñòü ~π = (π1, . . . , πn).

Â 60-70-å ãîäû ïðàâèòåëüñòâî ÑÑÑÐ õîòåëî ïåðåâåñòè ýêîíîìèêó ñòðàíû íà
òàê íàçûâàåìûé ¾õîçðàñ÷åò¿. Â òî âðåìÿ öåíû íàçíà÷àëèñü àäìèíèñòðàòèâíî.
Ýòî ïðèâîäèëî ê äèñáàëàíñàì íà ðûíêå ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ, êîòîðûå, îä-
íàêî, êîìïåíñèðîâàëèñü çà ñ÷åò ðàçâèòèÿ òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêîãî êîìïëåêñà â
70-å ãîäû: ïðîäóêöèÿ ÒÝÊ (íåôòü, ãàç è ò.ä.) ýêñïîðòèðîâàëàñü â Åâðîïó, ñòà-
íîâèëèñü âîçìîæíûìè ïîêóïêè èìïîðòíûõ òîâàðîâ ïîòðåáëåíèÿ � âîçìåùàëñÿ
äåôèöèò ñîáñòâåííîé ïðîäóêöèè. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à íå âûïîëíÿëàñü, íåñìîòðÿ
íà êâàëèôèêàöèþ êàäðîâ. Êàêàÿ èìåííî çàäà÷à ñòàâèëàñü ïåðåä íèìè?

Íàéòè ~π > 0, ~p > 0 | ~p− AT~p = ~π, ãäå AT - ïðèáûëüíàÿ ìàòðèöà.
Íà âîïðîñ, êàê ñâÿçàíà ïðèáûëüíîñòü ñ ïðîäóêòèâíîñòüþ, îòâåòèò òåîðåìà 1'.

Òåîðåìà 1'. Ïóñòü D = ‖dij‖i,j=1,n, óäîâëåòâîðÿåò (1.1). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ∃~x > 0, ~ω > 0 | D~x = ~ω

2) ∀~ω > 0 ∃~x > 0 | D~x = ~ω

3) âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû D ïîëîæèòåëüíû, ò. å.

det


d11 d12 . . . d1k
d21 d22 . . . d2k
. . . . . . . . . . . .
dk1 dk2 . . . dkk

 > 0 (k = 1, n)
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4) ∀ 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n

det


di1i1 di1i2 . . . di1ik
di2i1 di2i2 . . . di2ik
. . . . . . . . . . . .
diki1 diki2 . . . dikik

 > 0

5) ∃~π > 0, ~p > 0 | DT~p = ~π,
(ò. å. ïðèáûëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà ïðîäóêòèâíîñòè),

6) ∀~π > 0 ∃~p > 0 | DT~p = ~π,

7) âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû DT ïîëîæèòåëüíû,

8) âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû DT ïîëîæèòåëüíû,

9) ∃D−1 > 0.

Ïî÷åìó êîìïåòåíòíûé îðãàí íå ìîæåò ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òå÷åíèå
äåñÿòèëåòèé? Øëà ãîíêà âîîðóæåíèé. Êàæäîé èç êîíêóðèðóþùèõ ñòðàí õîòåëîñü
äîáèòüñÿ ëèäåðñòâà â òåõíîëîãè÷åñêèõ ñôåðàõ, íàïðèìåð, â òàêèõ íàóêîåìêèõ îò-
ðàñëÿõ êàê õèìèçàöèÿ, ãäå ðàçðàáàòûâàëèñü è èññëåäîâàëèñü íîâûå ìàòåðèàëû.
Íî åñëè â ÑØÀ ýòîò ïåðåõîä áûë îïðàâäàí, òî â ÑÑÑÐ ïîòðåáíîñòè â òàêîé ïðî-
äóêöèè íå áûëî. Äà, îòðàñëè ñóùåñòâîâàëè, íî îíè áûëè ¾îòîðâàíû¿ îò íàñåëåíèÿ.
Âñëåäñòâèå ÷åãî, ñåëüñêîå õîçÿéñòâî âåëîñü íåýôôåêòèâíî, ñëàáî ðàçâèâàëîñü ìà-
øèíîñòðîåíèå. Ïî äàííûì ÑØÀ â ÑÑÑÐ íà âîåííóþ ïðîìûøëåííîñòü òðàòèëîñü
5% ÂÂÏ è äî 15% â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ. Öåíû íóæíî áûëî íàçíà÷àòü òàê, ÷òîáû
äîëÿ âîåííûõ ðàñõîäîâ íå ïðåâîñõîäèëà ðàñõîäîâ íà ïîòðåáèòåëüñêèå íóæäû, ò. å.
åñëè ðàññìîòðåòü ñòàòè÷åñêóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà: ~x = A~x+~ω+Â~y, ãäå A îòâå÷àåò
çà ïîòðåáèòåëüñêèå ðàñõîäû, à Â çà ðàñõîäû íà ÂÏÊ, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

(~p; Â~y) 6 α(~p; ~ω + Â~y) = α(~π; ~x),

ãäå ~p = AT~p+ ~π.
Äîêàçàòåëüñòâî. ïî òåîðåìå 1 äëÿ ìàòðèöû D èìååì: 1)⇔ 2)⇔ 3)⇔ 4);
ïî òåîðåìå 1 äëÿ ìàòðèöû DT èìååì: 5)⇔ 6)⇔ 7)⇔ 8).
Î÷åâèäíî 3)⇔ 7).

Òàê êàê D~x = ~ω ⇔ ~x = D−1~ω, òî ∀~ω > 0 ∃~x = D−1~ω > 0 ò. å. èç 9)⇒ 2).
Ïîêàæåì, ÷òî èç 2)⇒9). Èç 2) � èç òîãî, ÷òî 2) ýêâèâàëåíòíî 3), à èç 3)⇒

detD 6= 0⇒∃D−1 � ñëåäóåò, ÷òî ∀~ω > 0 âûïîëíåíîD−1~ω > 0. Òîãäà è äëÿ ëþáîãî
åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~ei âûïîëíåíî D−1~ei > 0. Íî D−1~ei � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû D−1,
à i � ëþáîå îò 1 äî n ⇒ D−1 > 0. �

Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ðÿä 1 + a+ a2 + . . .+ ak + . . . = 1
1−a

ïðè 0 6 a < 1. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòà ôîðìóëà âåðíà, â ñëó÷àå, êîãäà
a � ìàòðèöà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0. Òîãäà
1) åñëè ∃(ρE − A)−1 > 0, òî ρ > 0, ðÿä

+∞∑
k=0

1

ρk+1
Ak (1.7)

ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà (ρE − A)−1.
2) åñëè ρ > 0 è ðÿä (1.7) ñõîäèòñÿ, òî ∃(ρE − A)−1 > 0.

(ò. å. ïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû (ρE − A)−1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.7)).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî òåîðåìå 1' ρ − a11 > 0 (êàê ïåðâûé ïîñëåäîâàòåëüûé
ãëàâíûé ìèíîð), ⇒ ρ > a11 > 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1.7): Ts =
s∑

k=0

1
ρk+1A

k.

Îíè îáðàçóþò ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 6 T0 6 T1 6 . . . 6 Ts 6 Ts+1 6 . . .

(ρE − A)Ts =
s∑

k=0

1

ρk
Ak −

s∑
k=0

1

ρk+1
Ak+1 = E − 1

ρs+1
As+1

Èòàê,

(ρE − A)Ts = Ts(ρE − A) = E − 1

ρs+1
As+1 (1.8)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ∃(ρE − A)−1 > 0, äîìíîæèì (1.8) íà (ρE − A)−1:

Ts = (ρE −A)−1(ρE −A)Ts = (ρE −A)−1− 1

ρs+1
(ρE −A)−1As+1 6 (ρE −A)−1 ⇒

⇒ â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îíà ñõîäèòñÿ:

∃ lim
s→∞

Ts = T

Òîãäà, óñòðåìèâ s→∞ â ôîðìóëå

ρ(Ts+1 − Ts) =
1

ρs+1
As+1, (1.9)

ïîëó÷èì:

lim
s→∞

1

ρs+1
As+1 = 0 (1.10)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â (1.8), çíàÿ (1.10):

(ρE − A)T = T (ρE − A) = E
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Çíà÷èò
T = (ρE − A)−1 (1.11)

2) Òåïåðü ρ > 0 è ðÿä (1.7) ñõîäèòñÿ, ò. å.

∃ lim
s→∞

Ts = T

Òîãäà èç (1.9) â ïðåäåëå ïîëó÷àåì (1.10), â ñèëó ÷åãî, èç (1.8) ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì (ρE − A)T = T (ρE − A) = E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà
(ρE−A) îáðàòèìà è âûïîëíåíî (1.11). À ò. ê. Ts > 0, òî è T > 0⇒ (ρE−A)−1 > 0.

�

Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà

~x = A~x+ ~ω

ìàòðèöà ïîëíûõ çàòðàò ïðîäóêòèâíà, ò. å. ∃(E − A)−1 > 0, ïðè÷åì

(E − A)−1 = E + A+ A2 + . . .+ Ak + . . .

Òîãäà
~x = (E − A)−1~ω = ~ω + A~ω + A2~ω + . . .+ Ak~ω + . . .

ãäå A~ω � ñûðüå äëÿ ïðîèçâîäñòâà, A2~ω � ñûðüå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà
ñûðüÿ è ò.ä.

Â ñâîþ î÷åðåäü, öåíû ñâÿçàíû ñ äîáàâëåííîé ñòîèìîñòüþ ñîîòíîøåíèåì:

~p = (E − A)−1~π = ~π + AT~π + (AT )2~π + . . .+ (AT )k~π + . . .

(â èññëåäîâàíèÿõ îãðàíè÷èâàþòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ñëàãàåìûõ âòîðîãî ïîðÿäêà).

Óïðàæíåíèå 1.

Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0,

si =
n∑
j=1

aij, ‖A‖1 = max
i∈1,n

si, rj =
n∑
i=1

aij, ‖A‖2 = max
j∈1,n

rj.

Äîêàçàòü, ÷òî A ïðîäóêòèâíà, åñëè ‖A‖1 < 1 èëè ‖A‖2 < 1.

Óïðàæíåíèå 2.

Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0, AT = A.
Äîêàçàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (E − A)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé.

14



1.3 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ

ìàòðèö.

Ðàññìòîðèì ìàòðèöó

(
0 −1
1 0

)
> 0. det

(
−λ −1
1 −λ

)
= λ2 + 1, λ1,2 = ±i,

ò. å. ó âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ìîãóò áûòü íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à
çíà÷èò è íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà îáëà-
äàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì � ó íåå åñòü íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî è ñîîòâåòñâóþùèé íåîòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð.

Ëåììà 1. Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 è M(A) = {ρ | ∃(ρE − A)−1 > 0}. Òîãäà
M(A) = (λ(A),+∞), ãäå λ(A) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîêàæåì, ÷òî M(A) 6= ∅. Çàôèêñèðóåì ~x > 0.

max
i∈1,n

[A~x]i
[~x]i

< ρ̂ ⇒ ρ̂ >
[A~x]i
[~x]i

∀i = 1, n.

ρ̂~x > A~x ⇒ (ρ̂E − A) � ïðîäóêòèâíà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1' ,
∃(ρ̂E − A)−1, ò. å. ρ̂ ∈M(A).

2) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè η > ρ è ρ ∈M(A), òî η ∈M(A).

∃(ρE − A)−1 > 0
ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ ∃~x > 0 | ρ~x > A~x,

η~x > ρ~x⇒ (ηE − A) � ïðîäóêòèâíà ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ η ∈M(A)
3) λ(A) = inf{ρ | ρ ∈M(A)} > 0 (ñì. òåîðåìó 2)

â ñèëó 2) M(A) = (λ(A),+∞) èëè M(A) = [λ(A),+∞).
Ïîêàæåì, ÷òî λ(A) /∈M(A). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. λ(A) ∈M(A).

Òîãäà ïî òåîðåìå 1' ∃~x > 0 | λ(A)~x > A~x⇒
⇒ ∃ε > 0 | (λ(A)− ε)~x > A~x⇒ ((λ(A)− ε)E − A) ïðîäóêòèâíà ïî îïðåäåëåíèþ
⇒ (λ(A)− ε) ∈M(A) � ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì λ(A). �

Ëåììà 2. Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0. Òîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
A åñòü õîòÿ áû îäíî íåîòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, è íàèáîëüøåìó èç
íèõ λ(A) ñîîòâåòñâóåò íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ~xA > 0 (ò. å.
A~xA = λ(A)~xA, ~xA 6= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëîæèì äëÿ ρ ∈M(A) è ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà ~ω > 0

~x(ρ)
◦
= (ρE − A)−1~ω > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò âåêòîðà ~x îò ρ ìîíîòîííàÿ è âîçðàñòàþùàÿ,
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ò. å. åñëè η > ρ > inf{α | ∃(αE − A)−1 > 0} = λ(A), òî ~x(η) 6 ~x(ρ).

ρ~x(ρ)− A~x(ρ) = ~ω (1.12)

η~x(η)− A~x(η) = ~ω

(ηE − A)(~x(ρ)− ~x(η)) + (ρ− η)~x(ρ) = 0

~x(ρ)− ~x(η) = (η − ρ)︸ ︷︷ ︸
>0

(ηE − A)−1︸ ︷︷ ︸
>0

~x(ρ)︸︷︷︸
>0

⇒ ~x(ρ) > ~x(η)

2) Ïîëîæèì σ(ρ)
◦
=

n∑
j=1

[~x(ρ)]j ïðè ρ > λ(A). Ïîêàæåì, ÷òî

lim
ρ→λ(A)+0

σ(ρ) = +∞. (1.13)

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. σ(ρ) 6 σ̂ < +∞. Òîãäà êàæäàÿ j-ÿ êîìïîíåíòà
[~x(ρ)]j 6 σ̂(j = 1, . . . , n) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà ⇒ ∃ lim

ρ→λ(A)+0
~x(ρ) = ~̂x > 0.

λ(A)~̂x −A~̂x = ~ω > 0⇒ (λ(A)E −A) � ïðîäóêòèâíà ⇒ ò. ê. λ(A)~̂x > A~̂x, ~̂x > 0,
òî

∃ε > 0 | (λ(A)− ε) > A~̂x

⇒ ((λ(A) − ε)E − A) � ïðîäóêòèâíà
ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ ∃((λ(A) − ε)E − A)−1 > 0 �

ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì λ(A).
3) Îïðåäåëèì âåêòîðû ~y(ρ)

◦
= 1

σ(ρ)~x(ρ).
Ïóñòü K � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ (îí êîìïàêòåí):

K =

{
~y = (y1, . . . , yn) > 0,

n∑
j=1

yj = 1

}
Èç îïðåäåëåíèÿ ~y(ρ) è òîãî, ÷òî ~y(ρ) > 0⇒ ~y(ρ) ∈ K.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî lim

t→+∞
ρ(t) = λ(A) ({ρ(t)} ↘ λ(A)),

à lim
t→+∞

~y(ρ(t)) = ~xA ∈ K.

Èç (1.12), â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ íà σ(ρ) ïðè ρ > λ(A), èìååì:

ρ~y(ρ)− A~y(ρ) =
1

σ(ρ)
~ω.

Ïîäñòàâëÿÿ ρ = ρ(t) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → +∞, ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì
(1.13)):

λ(A)~xA − A~xA = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ~xA ∈ K ñëåäóåò, ÷òî ~xA > 0 è
n∑
j=1

[~xA]j = 1⇒ ~xA 6= 0.
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Òàê êàê ìàòðèöà (ρE −A) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ïðè ëþáîì ρ ∈M(A), òî
íèêàêîå ρ íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A. Ñäåäîâàòåëüíî,
λ(A) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç âñåõ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. �

Òåîðåìà 3 (Ô. Ã. Ôðîáåíèóñ, Î. Ïåððîí).
Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0.

Òîãäà:
1) ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A åñòü õîòÿ áû îäíî íåîòðèöàòåëüíîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è íàèáîëüøåìó èç íèõ � λ(A) � ñîîòâåòñòâóåò íåîòðèöà-
òåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ~xA;

2) ìàòðèöà (ρE − A) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà (ò. å. ∃(ρE − A)−1 > 0)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ > λ(A);

3) åñëè ~y > 0, ~y 6= 0, A~y > µ~y, òî µ 6 λ(A);
4) åñëè A~z = ω~z, ãäå ~z ∈ Cn\{0} (ò. å. ω � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A, à

~z � å¼ ñîáñòâåííûé âåêòîð), òî |ω| 6 λ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1 Èç ëåìì 1 è 2 ⇒ 1), 2).
Øàã 2 Äîêàæåì 3). ~y > 0, ~y 6= 0, A~y > µ~y.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî µ > λ(A), ò. å. 0 > (µE − A)~y. Èç 2) ñëåäóåò, ÷òî
∃(µE −A)−1 > 0, à 0 > (µE −A)−1(µE −A)~y = ~y � ïðîòèâîðå÷èå ñ ~y > 0, ~y 6= 0.

Øàã 3 Äîêàæåì 4). Âîçüì¼ì ~z = (z1, . . . , zn) 6= 0 è ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé
âåêòîð ~y = (|z1|, . . . , |zn|) > 0, ~y 6= 0.

Òîãäà |ωzi|︸︷︷︸
=|ω|yi

= |
n∑
j=1

aijzj| 6
n∑
j=1

|aijzj| =
n∑
j=1

aijyj ⇒

⇒ A~y > |ω|~y èç 3)(âìåñòî µ↔|ω|)−−−−−−−−−−−→ |ω| 6 λ(A). �

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî λ(A) è âåêòîð ~xA, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 3, íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñâåííî ÷èñëîì (êîðíåì) è âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà.

Çàìå÷àíèå. (Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷èñëà Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà)
Ðàññìîòðèì ðåæèì ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà:(

1

s
E − A

)
~x = ~ω

~x > 0, ~ω > 0,

ãäå s � òåìï ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà. Óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû (E −A)
(çäåñü ρ = 1), â ñèëó ïóíêòà 2) òåîðåìû 3, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 1 > λ(A) ⇒
⇒ 1

s > λ(A)⇔ s < 1
λ(A) , ò. å.

1
λ(A) � òåõíîëîãè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ òåìïà ñáàëàíñè-

ðîâàííîãî ðîñòà â ïðîñòåéøåé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà.
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Òåîðåìà 4 (Ñâîéñòâà ÷èñåë Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà).
Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0, òîãäà

1) λ(AT ) = λ(A);
2) åñëè α > 0, òî λ(αA) = αλ(A);
3) λ(At) = (λ(A))t, t ∈ N;
4) åñëè A > B > 0, A,B ∈ Rn×n, òî λ(A) > λ(B);

*Åñëè åñòü äâå ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû (áûòü ìîæåò îäíîé ñòðàíû), òî îãðà-
íè÷åíèå ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà áóäåò áîëüøå ó òîé ñèñòåìû, ÷üÿ ïðîäóêòèâ-
íàÿ ìàòðèöà õóæå.

5) åñëè C � ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, òî λ(A) > λ(C);
*Â ñèëó âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðîöåññà êàê èìèòàöèÿ ïðîèçâîä-
ñòâà, ïðè ïîäñ÷¼òå áàëàíñà ïî êàêîé-ëèáî ïîäìàòðèöå ìàòðèöû èç òîãî, ÷òî
λ(C) < ρ âîâñå íå ñëóäóåò, ÷òî λ(A) < ρ.

6) λ(A) = 0 ⇔ An = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1), 2) � î÷åâèäíû.
3) ïî òåîðåìå 3 ∃~xA > 0, ~xA 6= 0|A~xA = λ(A)~xA Äîïóñòèì ïî èíäóêöèè, ÷òî

äëÿ τ âåðíî
Aτ~xA = (λ(A))τ~xA.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ τ + 1.

Aτ+1~xA = (λ(A))τA~xA = (λ(A))τ+1~xA ⇒

⇒ At~xA = (λ(A))t~xA ⇒
⇒ (λ(A))t � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A⇒ λ(At) > (λ(A))t.

Äîêàæåì, ÷òî λ(At) = (λ(A))t. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: λ(At) > (λ(A))t.
Ïîëîæèì ρ = (λ(At))

1
t .

Òîãäà ρ > λ(A)
ïî òåîðåìå 3−−−−−−−→ ∃(ρE − A)−1 > 0

ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ ∃~̂x > 0 | ρ~̂x > A~̂x⇒
⇒ óòâåðæäàåì, ÷òî ρτ ~̂x > Aτ ~̂x. Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè (ïóñòü âåðíî äëÿ τ ,
ïðîâåðèì äëÿ τ + 1). Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà A. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
ïåðåéäåò â íåñòðîãîå:

ρτA~̂x > Aτ+1~̂x.

Òàê êàê èçíà÷àëüíîå íåðàâåíñòâî áûëî ñòðîãèì, òî ~̂x > 0, ρ > 0⇒
⇒ ρτ+1~̂x > ρτA~̂x > Aτ+1~̂x⇒
⇒ ρt~̂x > At~̂x, λ(At)~̂x > At~̂x⇒
⇒ (λ(At)E − At) � ïðîäóêòèâíà

ïî óñëîâèþ Õîêèíñà-Ñàéìîíà−−−−−−−−−−−−−−−−−→ det(λ(At)E − At) > 0 �
ïðîòèâîðå÷èå.

4) M(A) = {ρ | ∃(ρE − A)−1 > 0}, λ(A) = inf
ρ∈M(A)

ρ

M(B) = {ρ | ∃(ρE −B)−1 > 0}, λ(B) = inf
ρ∈M(B)

ρ
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Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå M(A) ⊆M(B).

Âûáåðåì ∀ρ ∈ M(A)
ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ ∃~x > 0 | ρ~x > A~x > B~x ⇒ ìàòðèöà (ρE − B)

ïðîäóêòèâíà ïî îïðåäåëåíèþ
ïî òåîðåìå 1'−−−−−−−→ ρ ∈M(B)

5) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

A =

(
C A12

A21 A22

)
>

(
C 0
0 0

)
= B > 0 ⇒

⇒ èç äîêàçàííîãî ðàíåå â 4) ñëåäóåò, ÷òî λ(A) > λ(B) = λ(C).
6) Èç An = 0⇒ λ(An) = (λ(A))n = 0⇒ λ(A) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó, çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð
~x > 0 è ÷èñëî η > 0 òàêèå, ÷òî A~x 6 η~x. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî 0 6 As+1~x 6 ηAs~x
(s = 0, 1, . . .). Ââåäåì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà Ns

◦
= {i | [As~x]i > 0}. Ïîëó÷èì:

N0 ⊃ N1 ⊃ . . . ⊃ Ns ⊃ Ns+1 ⊃ . . . (1.14)

Ïîêàæåì, ÷òî Nn = ∅, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Åñëè Ns 6= ∅, òî ïîëîæèì
µ
◦
= min

i∈Ns

[As+1~x]i
[As~x]i

. ×èñëî µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ As+1~x > µAs~x, As~x > 0. Ïîýòîìó,

â ñèëó ïóíêòà 3) òåîðåìû 3, µ 6 λ(A). Íî λ(A) = 0, à 0 6 µ ⇒ µ = 0 Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èíäåêñ i ∈ Ns | [As+1~x]i = 0. Òàê ÷òî
åñëè , òî â (1.14) Ns+1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Ns. Òàê
êàê N0 ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî Nn = ∅, à ïîòîìó An~x = 0. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé
An > 0, ~x > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî An = 0. �

Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ïîäêëàññ ìàòðèö, ãäå âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà îïðå-
äåëÿåò ëó÷?

1.4 Íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0
ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî J ìíîæåñòâà
N = {1, 2, . . . , n} íîìåðîâ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû òàêîå, ÷òî aij = 0, åñëè i /∈ J, j ∈ J .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìàòðèöà A ðàçëîæèìà, òî å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ET
πAEπ =

(
A11 A12

0 A22

)
ãäå Eπ � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê, ïåðåâîäÿùàÿ ìíîæåñòâî J â ìíîæåñòâî
{1, 2, . . . , |J |}. Â òàêîì âèäå |J | × |J | ìàòðèöà A11 ñîîòâåòñâóåò òåì îòðàñëÿì,
êîòîðûå èñïîëüçóþò òîëüêî ñâîè ðåñóðñû (ïðîäóêöèþ) � ò. å. íå çàâèñÿò îò ïîñòà-
âîê ðåñóðñîâ îòðàñëåé, ñîîòâåòñâóþùèõ èíäåêñíîìó ìíîæåñòâó N\J . Ïðè ýòîì
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àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ñáûòó îòðàñëåé èç J âîâñå íå îáÿçà-
íî áûòü âåðíûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A íå ñëåäóåò, ÷òî
aij = 0 äëÿ i ∈ J, j /∈ J . Åñëè æå âñ¼-òàêè aij = 0 äëÿ i ∈ J, j /∈ J êàê è äëÿ
j ∈ J, i /∈ J , òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ãðóïïû îòðàñëåé èç J è
N\J , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîëíîãî ñàìîîáåñïå÷åíèÿ è ìåæäó
êîòîðûìè ïîëíîñòüþ îòñóòñâóåò êàêîå-ëèáî âçàèìîäåéñòâèå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöû A ìàòðèöà A12 = 0.

Ëåììà 3 (Êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè). Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ìàòðèöà A áûëà ðàçëîæèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëè ïîëóïîëîæèòåëüíûé âåêòîð ~̂x (~̂x > 0, ~̂x 6= 0, ~̂x 6> 0) è ÷èñëî µ > 0, µ ∈ R
òàêèå, ÷òî A~̂x 6 µ~̂x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ J = {j ∈ N | [~̂x]j > 0} �
íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî N . Èç óñëîâèÿ A~̂x 6 µ~̂x äëÿ i /∈ J , èìååì:

n∑
j=1

aij[~̂x]j 6 0⇒ aij[~̂x]j = 0 ∀i /∈ J, j ∈ N ⇒

⇒ aij = 0, åñëè i /∈ J, j ∈ J .
Íåîáõîäèìîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

A =

(
A11 A12

0 A22

)
,

ãäå A11 è A22 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû.

Òàê êàê A11 > 0
ïî òåîðåìå 3−−−−−−−→ ∃~x1 > 0, ~x1 6= 0 | A11~x1 = λ(A)~x1.

Ïîëîæèì ~̂x
◦
=

(
~x1
0

)
> 0, ~̂x 6= 0, ~̂x 6> 0 Òîãäà

A~̂x =

(
A11~x1 + A12 ·~0
0 · ~x1 + A22 ·~0

)
=

(
A11~x1

0

)
=

(
λ(A11)~x1

0

)
= λ(A11)~̂x = µ~̂x.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííûõ µ è ~̂x óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà.
�

Ëåììà 4. Ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 ðàçëîæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàçëîæèìà ìàòðèöà AT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè aij = 0 äëÿ i /∈ J, j ∈ J , ãäå J � íåïóñòîå ñîáñòâåííîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ N , òî, ïîëîæèâ AT = ‖bij‖, èìååì bij = aji = 0
ïðè i /∈ N\J, j ∈ N\J . Ïîýòîìó ðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû AT ñðàçó ñëåäóåò èç
ðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì èç ðàçëîæèìîñòè AT ñëåäóåò
ðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû A =

(
AT
)T
. �
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Îïðåäåëåíèå 3'. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé
èëè íóëåâîé ìàòðèöåé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 íåðàçëîæèìà. Òîãäà:
1) λ(A) > 0 è, åñëè ~xA > 0, ~xA 6= 0 � âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà (ò. å.

A~xA = λ(A)~xA), òî ~xA > 0;
2) åñëè A~y = λ(A)~y (~y ∈ Cn), òî ∃θ | ~y = θ~xA (ò. å. ó íåðàçëîæèìîé ìàò-

ðèöû ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñâóþùåå ÷èñëó λ(A), îäíîìåðíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ~xA íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì,

ò. å. ~xA ïîëóïîëîæèòåëüíûé
ïî ëåììå 3−−−−−−→ A � ðàçëîæèìà ⇒ ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò

íàøå äîïóùåíèå íåâåðíî, ~xA > 0 ⇒ A~xA 6= 0 ⇒ λ(A) 6= 0 ⇒ λ(A) > 0.
2) Ïóñòü A~y = λ(A)~y, à ~xA � âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà,

çíà÷èò A~xA = λ(A)~xA. Ðàññìîòðèì âåêòîð ~y(t)
◦
= ~y − t~xA. Äëÿ íåãî âåðíî

A~y(t) = λ(A)~y(t) ∀t. Âûáåðåì θ
◦
= min

16j6n

[~y]j
[~xA]j

. Òîãäà [~y]j > θ[~xA]j (j = 1, . . . , n)⇒

⇒ ~y(θ) > 0. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
(1) ~y(θ) � âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò 1), ò. ê. áóäåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà êîìïîíåíòà, ðàâíàÿ íóëþ.
(2) ~y(θ) = 0 ⇒ ~y = θ~xA. �

1.5 Óñòîé÷èâûå ìàòðèöû.

Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà.
Âñïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 2 è 3

lim
t→∞
ρ>0

1

ρt
At =

{
0, åñëè ρ > λ(A);

@, åñëè ρ < λ(A).

Èíòåðåñåí ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ρ = λ(A). ×åìó áóäåò ðàâåí ïðåäåë

lim
t→∞

(
1

λ(A)
A

)t
= ? Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîâåäåíèå ìàòðèöû

(
1

λ(A)
A

)t
èìååò êîëå-

áàòåëüíûé õàðàêòåð äàæå â ñëó÷àå åñëè ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A =

(
0 1
1 0

)
.

Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2 = ±1, λ(A) = 1.

A2 = E; A3 = A; A4 = E; . . . A2k = E; A2k+1 = A; . . .

Èíòåðåñóþùèé íàñ ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.
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Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n ÿâëÿ-
åòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ∃k > 0 | Ak > 0.

Óïîìèíåì ôàêò (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî ìàòðèöà A íåðàçëîæèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j), i, j ∈ N = {1, . . . , n}, ñóùå-
ñòâóåò t ∈ N | (aij)

t > 0.

Òåîðåìà 6 (Îá óñòîé÷èâûõ ìàòðèöàõ). Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n � íåðàçëîæèìàÿ
ìàòðèöà.

1) Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

lim
t→∞

(
1

λ(A)
A

)t
= B (1.15)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A áûëà óñòîé÷èâîé.
2) Åñëè ïðåäåë â (1.15) ñóùåñòâóåò, òî êàæäûé ñòîëáåö ïðåäåëüíîé ìàò-

ðèöû B ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèöû A, à êàæäàÿ ñòðîêà
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèöû AT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî λ

(
1

λ(A)
A

)
=
λ(A)

λ(A)
= 1 (ïðè óìíîæåíèè ìàò-

ðèöû íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α ÷èñëî λ(A) è ñïåêòð ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ íà
α, à ñîáñòâåííûå âåêòîðà (Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà) íå ìåíÿþòñÿ). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî λ(A) = 1.

Øàã 1 Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû. Çàïèøåì äâà ñîîòíîøåíèÿ:

At · A = At+1

A · At = At+1

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðåäåë â (1.15) ñóùåñòâóåò, ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ýòèõ ñîîò-
íîøåíèÿõ.

B · A = B ⇔ ATBT = BT (1.16)
A ·B = B (1.17)

Òàê êàê ïðåäåë íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö íåîòðèöàòåëåí, òî B > 0. Òàêæå çà-
ìåòèì, ÷òî λ(A) = λ(AT ) = 1. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.17) èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ
àëüòåðíàòèâà: êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ èëè âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-
Ïåððîíà ìàòðèöû A, èëè íóëåâûì âåêòîðîì. Èç (1.16) èìååì: êàæäàÿ ñòðîêà ìàò-
ðèöû B ÿâëÿåòñÿ èëè âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèöû AT , èëè íóëåâûì
âåêòîðîì.

Äîêàæåì, ÷òî íå ìîæåò áûòü íóëåâîãî ñòîëáöà (àëüòåðíàòèâà èç (1.16)). Äî-
ïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ó ìàòðèöû B åñòü íóëåâîé ñòîëáåö. Òîãäà â êàæäîé ñòðîêå

22



ìàòðèöû B åñòü íóëåâîé ýëåìåíò⇒ ïî òåîðåìå 5 (ò. ê. AT � íåðàçëîæèìà) â ìàò-
ðèöå B íåò ñòîëáöîâ, ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ⇒ B = 0. Íî
òîãäà, îïÿòü æå, â ñèëó òåîðåìû 5, ∃~xA > 0 | A~xA = ~xA (ò. ê. λ(A) = 1) ⇒

At~xA = ~xA (1.18)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.18) ïðè t → ∞, ïîëó÷àåì 0 = B~xA = ~xA > 0 � ïðîòè-
âîðå÷èå. Çíà÷èò íóëåâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B áûòü íå ìîæåò, êàê è íå ìîæåò
áûòü íóëåâûõ ñòðîê. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû çàâåðøåíî.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû.
Øàã 2 (íåîáõîäèìîñòü) Èç òåîðåìû 5 è èç äîêàçàííîãî â øàãå 1

∃ lim
t→∞

At = B > 0

Çíà÷èò ñóùåñòâóåò t̂ > 1 | ∀t > t̂ At > 0. Ïóñòü k > t̂. ÒîãäàAk > 0. Íåîáõîäèìîñòü
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ðàçîáü¼ì íà 2 ÷àñòè.
Øàã 3 (äîñòàòî÷íîñòü, ÷àñòíûé ñëó÷àé A > 0)
Ââåä¼ì min

i,j∈{1,...,n}
aij = ε > 0.

Ïîñêîëüêó A � íåðàçëîæèìà, òî ìû ìîæåì èç n2-÷èñåë
[~xA]i
[~xA]j

âûáðàòü íàè-

ìåíüøåå. Îíî òîæå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, ò. å. min
i,j∈{1,...,n}

[~xA]i
[~xA]j

= δ > 0 Ðàññìîòðèì

ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
~y(t+ 1) = A~y(t);

~y(t) = At~y(0);

~y(0) > 0, ~y(0) 6= 0.

(1.19)

Åñëè ∃ lim
t→∞

At, òî ∃ lim
t→∞

~y(t), ðàâíûé âåêòîðó Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ïðåäåëü-

íîé ìàòðèöû. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî âåðíî è â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Âçÿâ i-é
áàçèñíûé ñòîëáåö ìàòðèöû A â êà÷åñòâå ~y(t), ïîëó÷èì i-é áàçèñíûé ñòîëáåö ìàò-
ðèöû At.

Ââåä¼ì θi(t)
◦
=

[~y(t)]i
[~xA]i

, (i = 1, n). Äîêàæåì, ÷òî θi(t)→ α, ãäå α íå çàâèñèò îò t.

Ïóñòü α(t)
◦
= min

16i6n
θi(t). Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòó, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýòîò

ìèíèìóì, êàê l(t) (ò. å. θl(t)(t) = α(t)). Åñëè òàêèõ êîìïîíåíò íåñêîëüêî, áåðåì

ëþáóþ èç íèõ. Àíàëîãè÷íî ââîäèì β(t)
◦
= max

16i6n
θi(t) è êîìïîíåíòó s(t), òàêóþ, íà

êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì, ò. å. β(t) = θs(t). Î÷åâèäíî, ÷òî

α(t) 6 θi(t) 6 β(t). (1.20)
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Èç ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè ðàâåíñòâà (1.19) äëÿ i = 1, n, èìååì:

[~y(t+ 1)]i =
n∑
j=1

aij[~y(t)]j =

=
n∑
j=1

aij[~xA]jθj(t) =

= ais(t)[~xA]s(t)β(t) +
n∑
j=1
j 6=s(t)

aij[~xA]jθj(t) >

â ñèëó (1.20)

> ais(t)[~xA]s(t)β(t) + α(t)
n∑
j=1
j 6=s(t)

aij[~xA]j =

= ais(t)[~xA]s(t) (β(t)− α(t)) + α(t)
n∑
j=1

aij[~xA]j =

= ais(t)[~xA]s(t) (β(t)− α(t)) + α(t)[~xA]i.

Ðàçäåëèâ äàííîå íåðàâåíñòâî íà [~xA]i, èìååì:

θj(t+ 1) > ais(t)
[~xA]s(t)
[~xA]i

(β(t)− α(t)) + α(t) >

> εδ (β(t)− α(t)) + α(t).

ò. ê. íåðàâåíñòâî âûøå âåðíî äëÿ ëþáîãî i, âîçüì¼ì i = l(t). Ïîëó÷èì:

α(t+ 1) > εδ (β(t)− α(t)) + α(t)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

α(t+ 1)− α(t) > εδ (β(t)− α(t)) (1.21)

Òåïåðü äåëàåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó, òîëüêî âûäåëÿÿ ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè l(t),
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à íå ñ s(t)):

[~y(t+ 1)]i =
n∑
j=1

aij[~y(t)]j =

=
n∑
j=1

aij[~xA]jθj(t) =

= ail(t)[~xA]l(t)α(t) +
n∑
j=1
j 6=l(t)

aij[~xA]jθj(t) 6

â ñèëó (1.20)

6 ail(t)[~xA]l(t)α(t) + β(t)
n∑
j=1
j 6=l(t)

aij[~xA]j =

= ail(t)[~xA]l(t) (α(t)− β(t)) + β(t)
n∑
j=1

aij[~xA]j =

= ail(t)[~xA]l(t) (α(t)− β(t)) + β(t)[~xA]i.

Ðàçäåëèâ äàííîå íåðàâåíñòâî íà [~xA]i, èìååì:

θj(t+ 1) 6 ail(t)
[~xA]l(t)
[~xA]i

(α(t)− β(t)) + β(t) 6

6 εδ (α(t)− β(t)) + β(t).

îïÿòü æå, ò. ê. íåðàâåíñòâî âûøå âåðíî äëÿ ëþáîãî i, âîçüì¼ì i = s(t). Ïîëó÷èì:

β(t+ 1) 6 εδ (α(t)− β(t)) + β(t)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

β(t)− β(t+ 1) > εδ (β(t)− α(t)) (1.22)

Äàëåå, èç (1.21) è (1.22), â ñèëó òîãî, ÷òî ε > 0, δ > 0 è β(t)−α(t) > 0, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {α(t)} ↗, {β(t)} ↘ � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ è íåâîçðàñòàþùàÿ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî β(t) > α(τ) ∀t, τ :
(1) äëÿ t = τ ýòî ñëåäóåò èç (1.20);
(2) äëÿ t > τ ýòî ñëåäóåò èç β(t) >︸︷︷︸

èç (1)

α(t) >︸︷︷︸
èç-çà {α(t)}↗

α(τ)
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(3) äëÿ t < τ ýòî ñëåäóåò èç β(t) >︸︷︷︸
èç-çà {β(t)}↘

β(τ) >︸︷︷︸
èç (1)

α(τ)

Ïîñêîëüêó ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, ïîëó-
÷àåì, ÷òî:

∃ lim
t→∞

α(t) = α, ∃ lim
t→∞

β(t) = β

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

0 6 β(t)− α(t) 6
1

εδ
(α(t+ 1)− α(t))

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå ¾î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ¿,

lim
t→∞

(β(t)− α(t)) = 0⇒ α = β.

Òîãäà, èç (1.20), èìååì:
lim
t→∞

θi(t) = α (i = 1, n).

Çíà÷èò ∃ lim
t→∞

~y(t) = α~xA.

Øàã 4 (äîñòàòî÷íîñòü, îáùèé ñëó÷àé Ak > 0
Ïðåäñòàâèì t â âèäå t = k · τ(t) + r(t), ãäå r(t) = 0, 1, k − 1, à lim

t→∞
τ(t) = +∞.

Òîãäà At = Ar(t) ·
(
Ak
)τ(t)

, ïðè÷åì

∃ lim
t→∞

(
Ak
)τ(t)

= B. (1.23)

Â ñèëó øàãîâ 1 � 3 êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-
Ïåððîíà ìàòðèöû Ak. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèö Ak è A
ñîâïàäàþò. Íàïîìíèì, ÷òî λ(Ak) = (λ(A))k = 1. Ïî òåîðåìå 5 A~xA = ~xA, ~xA > 0,
à ò. ê. Ak~xA = ~xA, òî ~xA � âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèö A è Ak.

Çàìåòèì, ÷òî èç A ·B = B ñëåäóåò, ÷òî Ar(t) ·B = B,
ãäå Ar(t) = E,Ak−1. Ïåðåïèøåì (1.23) â óäîáíîì âèäå:(

Ak
)τ(t)

= B +R(t), lim
t→∞

R(t) = 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
t→∞

At = lim
t→∞

Ar(t)(B +R(t)) = B + lim
t→∞

Ar(t)R(t) = B

�

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 íåðàçëîæèìà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A äîïóñêàåò öèêëè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (èìïðèìèòèâíà), åñëè
ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ìíîæåñòâà G0, G1, . . . , Gs−1(s > 1) , òàêèå, ÷òî:
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1) Gk ∩Gm = ∅ ïðè k 6= m, 0 6 k,m 6 s− 1;

2)
s−1⋃
k=0

Gk = N = {1, 2, . . . , n};

3) åñëè aij > 0 è j ∈ Gk, òî i ∈ Gk+1 (mod s).

Èìïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà A ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ â ìàòðèöó ñ íåíóëåâîé ïîáî÷-
íîé äèàãîíàëüþ:

EπAE
T
π =

G0

G1

G2

. . .

Gs−2

Gs−1

G0 G1 . . . Gs−3 Gs−2 Gs−1

0 0 . . . 0 0 ∗

∗ 0 . . . 0 0 0

0 ∗ . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ∗ 0 0

0 0 . . . 0 ∗ 0


Òåîðåìà 7. Ïóñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 íåðàçëîæèìà. Òî-
ãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà;
2) A íå äîïóñêàåò öèêëè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ïðèìèòèâíàÿ);
3) äëÿ i = 1, n Í.Î.Ä.{t ∈ N | [At]i,i > 0} = 1;
4) åñëè A~z = ω~z, ~z 6= 0, |ω| = λ(A), òî ω = λ(A).

Äàííàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà äëÿ óêàçàíèÿ åù¼ îäíîé âàæíîé èíòåðïðåòàöèè
óñòîé÷èâîé ìàòðèöû � âåðîÿòíîñòíîé. Ïóñòü äèñêðåòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç {1, . . . , n} ñîñòîÿíèé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(t) â i-ì ñîñòîÿíèè ðàâíà

Pr{X(t) = i} = pi(t).

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j åñòü

Pr{X(t+ 1) = j | X(t) = i} = aij > 0,

(åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò t, òî öåïü îáúÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé). Òàêèì îá-
ðàçîì, A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïðè÷åì, èç îïðå-

äåëåíèÿ aij ñëåäóåò, ÷òî
n∑
j=1

aij = 1. Êàê ïîñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â
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ìîìåíò âðåìåíè t + 1, åñëè èçâåñòíî å¼ ðàñïðåäåëåíèå â ïðåäûäóùèé ìîìåíò t?
Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, èìååì:

pi(t+ 1) =
n∑
j=1

aijpj(t),

èëè, åñëè çàïèñàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âåêòîðíîì âèäå:

~p(t+ 1) = A~p(t)

Ê ÷åìó æå ñòðåìèòñÿ ~p(t) ïðè t→∞? Íàøà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè
ïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû A

lim
t→∞

~p(t) = ~p∗,

ãäå âåêòîð ~p∗ ñóòü ôèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ

~p∗ = A~p∗

(ò. å. ~p∗ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà ìàòðèöû A).
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

è
n∑
j=1

aij = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà λ(A) = 1.

1.6 Èäåìïîòåíòíûå àíàëîãè òåîðåì î íåîòðèöà-

åëüíûõ ìàòðèöàõ è èõ ïðèëîæåíèÿ.

Â ýêîíîìèêå âûñîêîðàçâèòûõ ñòðàí áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò èíôîðìà-
öèîííàÿ èíäóñòðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîèçâîäñòâîì è èñïîëüçîâàíèåì çíàíèé è èí-
ôîðìàöèè, èìåþùèõ ýêîíîìè÷åñêóþ öåííîñòü. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü èíôîðìàöè-
îííûõ òîâàðîâ � èõ ñîõðàíåíèå â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿ. Áóäó÷è ïðîèçâåäåííû-
ìè, îíè íå èñ÷åçàþò â ïðîöåññå ïîòðåáëåíèÿ. Èíôîðìàöèÿ � åñòü ïðèìåð íåñáà-
ëàíñèðîâàííîãî òîâàðîîáîðîòà. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáùåñòâåííûì áëàãîì, íàðÿäó, íà-
ïðèìåð, ñ èíôðàñòðóêòóðîé (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îäíèì è òåì æå ðåñóðñîì
ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî ïîòðåáèòåëåé). Áàëàíñû ïî òàêèì òîâàðàì îïèñû-
âàþòñÿ â òåðìèíàõ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò åñòåñòâåííî ñîïîñòàâëÿòü ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö, ëåæàùèìè â îñíîâå ìåòîäà ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà Ëåîíòüåâà. Èäåìïî-
òåíòíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ âìåñòî
îáû÷íûõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äåéñòâóþò èäåìïîòåíòíûå
îïåðàöèè ⊕ è �. Íàì áóäåò âàæåí ñëó÷àé, êîãäà èäåìïîòåíòíûì ñëîæåíèåì âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ a ⊕ b = max{a, b}, à èäåìïîòåíòíîå
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óìíîæåíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì. Ââåäåííûå òàê îïåðàöèè êîììóòà-
òèâíû, àññîöèàòèâíû, è âûïîëíÿåòñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè:

(a⊕ b)� c = (a� c)⊕ (b� c).

Íàì áóäóò èíòåðåñíû ìîòèâèðîâêè èñïîëüçîâàíèÿ èäåìïîòåíòíûõ àíàëîãîâ.

1.6.1 Ìîäåëü Êàíòîðîâè÷à-Ìàêàðîâà áàëàíñà çíàíèé.

Ìîäåëü ïðåäëîæåíà äëÿ àíàëèçà ðåàëèçóåìîñòè êðóïíûõ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòîâ, îïûò âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâîâàë â 60-
å ãîäû XX â. Â ÑØÀ è ÑÑÑÐ áûëè óñïåøíî îñóùåñòâëåíû ðàêåòíûé è ÿäåðíûé
ïðîåêòû. Â ÑØÀ áûë óñïåøíî âûïîëíåí ïðîåêò �Àïîëëîí� âûñàäêè ÷åëîâåêà íà
Ëóíó, â òî âðåìÿ êàê àíàëîãè÷íûé ðîññèéñêèé ïðîåêò îêàçàëñÿ íåçàâåðøåííûì.
Ýòè ïðîåêòû òðåáîâàëè ó÷àñòèÿ â ïðîöåññå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ó÷¼íûõ èç ðàç-
íûõ îáëàñòåé íàóê. Äîñòèæåíèÿ îäíèõ ÿâëÿëèñü çàäåëàìè äëÿ äðóãèõ. Ê ïðèìåðó,
ðàçâèòèå ëåòàòåëüíîé òåõíèêè ïîòðåáîâàëî ñîçäàíèÿ íîâîé àâòîìàòèçèðîâàííîé
òåõíîëîãèè ïðîåêòèðîâàíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé òðåáîâàëîñü îðãàíèçîâàòü ýôôåê-
òèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ñïåöèàëèñòîâ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé. Â ìîäåëè Êàíòîðîâè-
÷à�Ìàêàðîâà ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ðåàëèçóåìîñòè ìåæäèñöè-
ïëèíàðíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ïðîåêòà îïûò ïëàíèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó ðàçëè÷íûìè îòðàñëÿìè ýêîíîìèêè ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè èíôîðìàöèîííîé ïðî-
äóêöèè (íàó÷íûõ çíàíèé), ïðîèçâîäèìîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèìè ïðîåêòàìè.
Îïèñàíèå ìåæîòðàñëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçðàáîòàíî â ìîäåëÿõ Ëåîíòüåâà, à
íåîáõîäèìûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàò-
ðèö. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ òîâàðîâ, îäèí è òîò æå èíôîðìàöèîííûé ïðîäóêò
ìîæåò ïîòðåáëÿòüñÿ ìíîãîêðàòíî ðàçëè÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè.

Âûäåëèì â àíàëèçèðóåìîì ïðîåêòå n èñïîëüçóåìûõ â í¼ì âèäîâ íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Áóäåì îïèñûâàòü ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà
ñ ïîìîùüþ âåêòîðà äîñòèæåíèé â ñîîòâåòñâóþùåé îáëàñòè ~x = (x1, . . . , xn) > 0,
ãäå xj èçìåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâîì äåíåã, ýôôåêòèâíî ïîòðà÷åííûõ íà j-é
âèä äåÿòåëüíîñòè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâ-
ëåíèÿì âçàèìîñâÿçàíû è ÷òî ðàñõîäû â îáúåìå xj ïî j-ìó âèäó äåÿòåëüíîñòè ýô-
ôåêòèâíû ïðè óñëîâèè èõ ñîãëàñîâàííîñòè ñ ýôôåêòèâíûìè ðàñõîäàìè ïî äðóãèì
âèäàì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè, à èìåííî åñëè

aijxj 6 xi (i, j = 1, n) (1.24)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû aij > 0 îòðàæàþò çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ïðîäâèæåíèÿ
ïî j-ìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé îò ïðîäâèæåíèÿ ïî i-ìó íàïðàâëåíèþ. Ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n îïèñûâàåò
ñâÿçè ìåæäó âûäåëåííûìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà

29



(1.24) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ j = 1, n , ïîëó÷àåì, ÷òî

max
16j6n

aijxj 6 xi (i = 1, n) (1.25)

Íåðàâåíñòâî (1.25) çàïèñûâàåòñÿ êàê A⊕~x 6 ~x, ãäå â âåêòîðíîé îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû A íà âåêòîð ~x îáû÷íîå ñóììèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì
ñóììèðîâàíèåì ⊕.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 ÿâëÿåòñÿ
ïðîäóêòèâíîé â èäåìïîòåíòíîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð ~x = (x1, . . . , xn) >
0 òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.25).

Âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè ìåæäèñöèïëèíàðíîãî íàó÷íîãî ïðîåêòà ñ âûäåëåí-
íûìè íàïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé, ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè çàäàþòñÿ ìàòðèöåé
A = ‖aij‖i,j=1,n , ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå åå ïðîäóêòèâíîñòè â èäåìïîòåíòíîì ñìûñëå.

1.6.2 Àðáèòðàæíûå öåïî÷êè íà âàëþòíûõ ðûíêàõ.

Äðóãèì ïðèìåðîì èíôîðìàöèè â ýêîíîìèêå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû öåí �
íàïðèìåð, îáìåííûå êóðñû âàëþò.

Ðàññìîòðèì ðûíîê, íà êîòîðîì îñóùåñòâëÿþòñÿ îáìåíû n âèäîâ âàëþò. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç aij êîëè÷åñòâî âàëþòû j-ãî âèäà, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè îá-
ìåíå çà åäèíèöó âàëþòû i-ãî âèäà. Ìàòðèöà A = ‖aij‖i,j=1,n > 0 íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöåé êðîññ-êóðñîâ è îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå âàëþòíîãî ðûíêà. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó
îáìåíîâ (i1, i2, . . . , ik), ïðè êîòîðîé åäèíèöà âàëþòû i1 îáìåíèâàåòñÿ íà âàëþòó i2,
çàòåì âñå âûðó÷åííûå ïðè îáìåíå ñðåäñòâà îáìåíèâàþòñÿ íà âàëþòó i3, è ò.ä.; íà-
êîíåö, âñå âûðó÷åííûå ïðè îáìåíå ñðåäñòâà â âàëþòå ik îáìåíèâàþòñÿ íà âàëþòó
i1. Â ðåçóëüòàòå âñåõ ïðîâåäåííûõ îáìåíîâ ïîëó÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî äåíåã â âàëþòå
i1, ðàâíîå ai1i2 · ai2i3 · . . . · aik−1ik · aiki1.

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà êðîññ-êóðñîâ A = ‖aij‖i,j=1,n äî-
ïóñêàåò àðáèòðàæíóþ öåïî÷êó (i1, i2, . . . , ik), (k > 2, k ∈ N = {1, 2, . . . , n}), åñëè
ai1i2 · ai2i3 · . . . · aik−1ik · aiki1 > 1.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà âàëþòíîì ðûíêå êîòèðóåòñÿ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ âàëþò,
ïðîâåðêà îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíûõ öåïî÷åê ïðÿìûì ïåðåáîðîì (âàæåí ïîðÿäîê)
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé, òàê êàê îáùåå ÷èñëî öåïî÷åê ðàâíî

n∑
j=2

Ck
nk!

Òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîëèíîìè-
àëüíîé ñëîæíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðèòü îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ öåïî÷åê.
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Åñëè àðáèòðàæíûå öåïî÷êè ñóùåñòâóþò, òî ðåàëèçàöèÿ àðáèòðàæíîé öåïî÷êè
ïðèíîñèò ïðèáûëü, ïðè ýòîì êîíñîëèäèðîâàííàÿ áàíêîâñêàÿ ñèñòåìà íåñåò ôè-
íàíñîâûå ïîòåðè. Êàê áàíêè áîðÿòñÿ ñî ñïåêóëÿíòàìè? Îíè âçèìàþò êîìèññèþ â
ðàçìåðå aij

1+r , ò. å. íóæíî íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû r, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáîé öåïî÷êè îáìåíîâ (i1, i2, . . . , ik) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

ai1i2 · ai2i3 · . . . · aik−1ik · aiki1 6 (1 + r)k

Åñëè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè r 6 0, òî àðáèòðàæíûå öåïî÷êè îòñóòñòâóþò.
Åñëè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè r > 0, òî óìåíüøåíèå âûïëà÷èâàåìîé ñóììû
â r + 1 ðàç ïîäàâëÿåò âñå àðáèòðàæíûå öåïî÷êè.

Â íà÷àëå 2000-x ãîäîâ â âåäóùèõ åâðîïåéñêèõ ñòðàíàõ ïðîèñõîäèë ïðîöåññ îáú-
åäèíåíèÿ äåíåæíûõ ñèñòåì. Íàöèîíàëüíûå âàëþòû îòäåëüíûõ ñòðàí çàìåíÿëèñü
îáùåé âàëþòíîé �åâðî�. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü â íà-
öèîíàëüíîé âàëþòå è â åâðî, õîòÿ äåíåæíûå êóïþðû åâðî åùå íå ñóùåñòâîâàëè
è ïëàòåæè îñóùåñòâëÿëèñü â íàöèîíàëüíûõ âàëþòàõ. Ïî÷åìó ïðîöåññ îáúåäèíå-
íèÿ äåíåæíûõ ñèñòåì ðàñòÿíóëñÿ íà íåñêîëüêî ëåò? Êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü êóðñû îáúåäèíÿåìûõ íàöèîíàëüíûõ âàëþò ïî îòíîøåíèþ ê åâðî,
÷òîáû îáúåäèíåíèå íàöèîíàëüíûõ äåíåæíûõ ñèñòåì íå ïîðîæäàëî ñïåêóëÿòèâíûõ
ïîòåðü? Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi îáìåííûé êóðñ i-é íàöèîíàëüíîé âàëþòû íà åâðî.
Äëÿ ýòîãî ÷òîáû ïðè ïëàòåæàõ íå âîçíèêàëè ñïåêóëÿòèâíûå ïîòåðè, íåîáõîäèìî,
÷òîáû îáìåí åäèíèöû i-é íàöèîíàëüíîé âàëþòû íà j-þ âàëþòó ñ ïîñëåäóþùèì
ïåðåâîäîì â åâðî íå äàâàë âûèãðûøà ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåâî-
äîì åäèíèöû i-é âàëþòû â åâðî, ò. å. âåêòîð îáìåííûõ êóðñîâ ~x = (x1, . . . , xn)
äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

aijxj 6 xi, i, j = 1, n ⇔ max
16j6n

aijxj 6 xi (i = 1, . . . , n)

Äëÿ òîãî ÷òîáû òàêèå îáìåííûå êóðñû íà åâðî ñóùåñòâîâàëè, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà êðîññ-êóðñîâ A = ‖aij‖i,j=1,n áûëà ïðîäóêòèâíà â èäåì-
ïîòåíòíîì ñìûñëå. Ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà Àôðèàòà�Âåðèàíà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ îáìåííûõ êóðñîâ ~x = (x1, . . . , xn) ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì ó
ìàòðèöû êðîññ-êóðñîâ àðáèòðàæíûõ öåïî÷åê.

Òåîðåìà 8 (Àôðèàò-Âåðèàí). Ïóñòü A = ‖aij‖i,j=1,n > 0. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ïðîäóêòèâíà â èäåìïîòåíòíîì ñìûñëå, ò. å. ∃~x = (x1, . . . , xn) > 0
òàêîé, ÷òî

aijxj 6 xi, (i, j = 1, n) (1.26)

2) äëÿ ëþáîé öåïî÷êè îáìåíîâ (i1, . . . , ik),
ãäå k > 2, i1, . . . , ik ∈ N = {1, . . . , n}, ñïðàâåäëèâî, ÷òî

ai1i2 · ai2i3 · . . . · aik−1ik · aiki1 6 1 (1.27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç 1)⇒ 2).

ai1i2xi2 6 xi1
ai2i3xi3 6 xi2

. . . . . . . . . . . . . . .

aik−1ikxik 6 xik−1

aiki1xi1 6 xik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ (ai1i2 · ai2i3 · . . . · aik−1ik · aiki1) ·

k∏
j=1

xij 6
k∏
j=1

xij ⇒ (1.27)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç 2)⇒ 1). Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ÷èñëà

âij = sup
k>0,(i1,...,ik)

{aii1 · ai1i2 · . . . · aik−1ik · aikj} (åñëè k = 0, òî âij = aij),

îáîçíà÷àþùèå íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè îáìåíå i-é
âàëþòû íà j-þ, èñïîëüçóÿ âñåâîçìîæíûå îáìåíû. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà àðáèò-
ðàæíàÿ öåïî÷êà, òî âij = +∞ (â ñèëó òîãî, ÷òî aii1 · (ai1i2 · . . . · aik−1ik)

t · aikj →
+∞ ïðè t→ +∞).

Ïóñòü òåïåðü íåò àðáèòðàæíîé öåïî÷êè. Ïîëîæèì xi = max
j
aij. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî xi > 0 è ÷òî äëÿ ∀i, j = 1, n âûïîëíåíî:

xi = sup
k>1,(i1,...,ik)

{aii1 · ai1i2 · . . . · aik−1ik} >

(ôèêñèðóåì i1 è ïîëîæèì i1 = j, òîãäà ñóïðåìóì áåðåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâå)

> sup
k>2,(i2,...,ik)

{aij · aji2 · . . . · aik−1ik} = aijxj

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àôðèàòà-Âåðèàíà îñíîâàíî íà èäåìïîòåíòíîì àíàëî-
ãå òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ðåçîëüâåíòû â ðÿä Íåéìàíà, èçâåñòíîì â òåîðèè ãðàôîâ
êàê àëãîðèòì Âàðøàëëà-Ôëîéäà. Îïèøåì àëãîðèòì Âàðøàëëà-Ôëîéäà. Ðàññìîò-
ðèì èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî ñ îïåðàöèÿìè a ⊕ b = max{a, b} è a � b = a · b.
Òîãäà

Â = ‖âij‖i,j=1,n = A⊕ A⊕2 ⊕ . . .⊕ A⊕k ⊕ . . .

ãäå A⊕k îçíà÷àåò âîçâåäåíèå ìàòðèöû â ñòåïåíü k â èäåìïîòåíòíîì ñìûñëå (ò. å.
âñå îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ çàìåíÿþòñÿ îïåðàöèåé ⊕ âçÿòèÿ ìàêñèìóìà). Åñëè
íà êàêîì-òî øàãå âû÷èñëåíèÿ èäåìïîòåíòíûõ ñòåïåíåé âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî äèàãî-
íàëüíûé ýëåìåíò áîëüøå 1, òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Â ðàâíû +∞. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðÿäà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè n ñëàãàåìûìè, è,
òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ Â èìååò ñëîæíîñòü ïîðÿäêà n3.

Ñàìà æå òåîðåìà 8 ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 2 òåêóùåé
ãëàâû (r + 1 � èäåìïîòåíòíûé àíàëîã ÷èñëà Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà).
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1.6.3 Ýêîíîìè÷åñêèå èíäåêñû.

Èíäåêñû öåí è ñïðîñà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîçâîëÿþ-
ùèìè ñóäèòü î òåíäåíöèÿõ ýâîëþöèè ýêîíîìèêè. Èñõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ èõ
ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîðãîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íàáîð öåí è
îáúåìîâ ïîêóïîê â ðàçëè÷íûå ïåðèîäû âðåìåíè.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ èíäåêñîâ, îïè-
ðàþùåãîñÿ íà îöåíêó ñòîèìîñòè êîðçèíû.

Ïóñòü 1, . . . ,m � âèäû òîâàðîâ;
~P = (P1, . . . , Pm) � âåêòîð öåí íà íèõ;
~X = (X1, . . . , Xm) � îáúåìû ñêóïàåìûõ òîâàðîâ (âåêòîð îáú¼ìîâ ñïðîñà);
t � òåêóùèé ïåðèîä âðåìåíè;
τ � áàçîâûé ïåðèîä âðåìåíè.
×òî áðàòü â êà÷åñòâå ïîòðåáèòåëüñêîé êîðçèíû ~ω? Ñòîèìîñòü êîðçèíû åñòü

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈~P , ~ω〉. Åñëè âûáèðàòü â êà÷åñòâå êîðçèíû íàáîð òîâàðîâ,
êóïëåííûé â áàçîâûé ïåðèîä, ~X(τ), òî îòíîøåíèå

Lö(t) =
〈~P (t), ~X(τ)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

íàçûâàþò èíäåêñîì öåí Ëàñïåéðîñà. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñëóæáû ÷àùå âñåãî âû÷èñ-
ëÿþò ýòîò èíäåêñ.

Åñëè æå â êà÷åñòâå êîðçèíû âûáèðàòü íàáîð òîâàðîâ, êóïëåííûé â òåêóùèé
ïåðèîä, ïîëó÷èì èíäåêñ öåí Ïààøå:

Pö(t) =
〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(t)〉

.

Âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èíäåêñîâ, ïîàçûâàþò, ÷òî îêàçûâàåòñÿ Lö(t) > Pö(t).
Òàêîå ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè èíäåêñàìè íîñèò íàçâàíèå ýôôåê-
òà Ãåðøåíêðîíà. Ýòîò ýôôåêò çàìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîäîðîæàâøèõ òîâàðîâ
ïîäåøåâåâøèìè èíòóèòèâíî ïîíÿòåí: ÷åì äåøåâëå òîâàð, òåì â áîëüøèõ îáúåìàõ
åãî áåðåò ïîòðåáèòåëü.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè èíäåêñû ñïðîñà (îáúåìîâ) Ëàñïåéðîñà

Lî(t) =
〈~P (τ), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

è Ïààøå

Pî(t) =
〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (t), ~X(τ)〉

.

Äëÿ íèõ òîæå áóäåò âåðåí ýôôåêò Ãåðøåíêðîíà Lî(t) > Pî(t).

33



Íî êàê ó÷åñòü èçìåíåíèå ïîòðåáèòåëüñêîé êîðçèíû ïðè èçìåíåíèè öåí? Êî-
íþñ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ïàðåòîâñêóþ òåîðèþ ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà. Îíà
îñíîâàíà íà êîíöåïöèè ðàöèîíàëüíîãî ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ, êîòîðûé â
ñèëó àïðèîðè íåèçâåñòíûõ ôàêòîâ âûáèðàåò â çàâèñèìîñòè îò áþäæåòíîãî îãðà-
íè÷åíèÿ íàèëó÷øèé ïîòðåáèòåëüñêèé íàáîð.

Ðèñ. 1.1: Ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ

Ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè F ( ~X) (òàêæå íàçûâàåìàÿ èíäåêñîì Êîíþñà ïî-
òðåáëåíèÿ), ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîòðåáèòåëüñêîìó íàáîðó ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ~̂X(t) íàáîð òîâàðîâ, êîòîðûé ìîã áûòü êóïëåí â ìîìåíò âðåìåíè t ïî öåíå
~P (τ), èìåþøèé ïîëåçíîñòü F ( ~X(t)); ÷åðåç ~̂X(τ) íàáîð òîâàðîâ, êîòîðûé ìîã áûòü
êóïëåí â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî öåíå ~P (t), èìåþùèé ïîëåçíîñòü F ( ~X(τ)). Òîãäà îò-
íîøåíèå

〈~P (t), ~̂X(τ)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

íàçûâàþò èíäåêñîì Êîíþñà-Ëàñïåéðîñà, à

〈~P (t), ~X(t)〉

〈~P (τ), ~̂X(t)〉

� èíäåêñîì Êîíþñà-Ïààøå.

Â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ïðèíÿòî îïèñûâàòü ïîòðåáèòåëüñêîå ïîâåäåíèå ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèé ñïðîñà ~X(~P ), îïðåäåëÿþùèõ çàâèñèìîñòü îáúåìîâ ïîêóïîê ïî-

òðåáèòåëåé îò öåí, èëè îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà ~P ( ~X) (ïðè ýòîì ~X
(
~P ( ~X)

)
=

~X).
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Ïîñòàâèì çàäà÷ó î ðàöèîíàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëåé. Îíà èìååò íåïî-
ñðåäñòâåííîå çíà÷åíèå â âû÷èñëåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ. Âåäü, åñëè ôóíê-
öèè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà è ôóíêöèè ïîëåçíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ãèïîòåçå î
ðàöèîíàëüíîñòè, ñóùåñòâóåò íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü
èíäåêñû ïîòðåáèòëüñêèõ öåí, è, êàê ñëåäñòâèå, ïðîãíîçèðîâàòü ñòðóêòóðó ïîòðå-
áèòåëüñêîãî ñïðîñà.

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F ( ~X), îïðåäåëåííàÿ íà íåîòðè-
öàòåëüíîì îðòàíòå Rm

+ ïðèíàäëåæèò êëàññó Φ, åñëè
1) ∀λ > 0, ~X ∈ Rm

+ âûïîëíåíî F (λ ~X) = λF ( ~X);
2) ôóíêöèÿ F ( ~X) âîãíóòà íà Rm

+ , ò. å. ∀ ~X(1) ∈ Rm
+ , ~X(2) ∈ Rm

+ âûïîëíåíî
F ( ~X(1) + ~X(2)) > F ( ~X(1)) + F ( ~X(2));
* Âîãíóòîñòü îáóñëàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì âçàèìîäîïîëíÿþùèõ òîâàðîâ �
íàïðèìåð, ëåâûå è ïðàâûå áîòèíêè ïî îòäåëüíîñòè íå èìåþò öåííîñòè.

3) F ( ~X) ∈ C(Rm
+);

4) F ( ~X) > 0 ïðè âñåõ ~X ∈ Rm
+ , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ~̃X > 0 òàêîé, ÷òî F ( ~̃X) > 0.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè èç òàê îïðåäåëåííîãî êëàññà Φ ÿâëÿþòñÿ è ìîíî-
òîííûìè: äëÿ ~X > ~Y > 0 ⇒ F ( ~X) > F (~Y ). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïóíêòàì 2)

è 4) îïðåäåëåíèÿ, èìååì F ( ~X) = F
(
~Y + ( ~X − ~Y )

)
> F (~Y ) + F ( ~X − ~Y ) > F (~Y ).

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáðàòíûå ôóíêöèè ñïðîñà ~P ( ~X) ðàöèî-
íàëèçèðóåìû â êëàññå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè Φ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
F ( ~X) ∈ Φ, ÷òî ∀ ~X ∈ Rm

+ ñïðàâåäëèâî

~X ∈ Argmax{F (~Y ) | 〈~P ( ~X), ~Y 〉 6 〈~P ( ~X), ~X〉, ~Y ∈ Rm
+}.

Áóäåì ïðè ýòîì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè F ( ~X) ðàöèîíàëèçèðóåò îáðàò-
íûå ôóíêöèè ñïðîñà ~P ( ~X).

Ëåììà 5. Ïóñòü F ( ~X) ∈ Φ, ~X◦ ∈ Rm
+ , ~P ∈ ∂F ( ~X◦). Òîãäà 〈~P , ~X◦〉 = F ( ~X◦).

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóïåðäèôôåðåíöèàëà,
~P ∈ ∂F ( ~X◦)⇔ ∀ ~X ∈ Rm

+ âûïîëíåíî F ( ~X)− F ( ~X◦) 6 〈~P , ~X − ~X◦〉.
Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ëåììà 5 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òîæäåñòâà Ýéëåðà :

ãëàäêóþ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ â Rm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F ( ~X) =
m∑
j=1

∂F ( ~X)

∂Xj
Xj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì áðàòü ëþáûå òî÷êè ~X ∈ Rm
+ . Âîçüìåì òî÷êè ëó÷à

ñ íà÷àëîì â ~X◦. Òîãäà

F (λ ~X◦)− F ( ~X◦) 6 〈~P , λ ~X◦ − ~X◦〉.
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Â ñèëó ïóíêòà 1) îïðåäåëåíèÿ 8

(λ− 1)F ( ~X◦) 6 (λ− 1)〈~P , ~X◦〉.

Ïðè λ > 1 F ( ~X◦) 6 〈~P , ~X◦〉, ïðè λ < 1 F ( ~X◦) > 〈~P , ~X◦〉 ⇒ F ( ~X◦) = 〈~P , ~X◦〉 �

Ïðåîáðàçîâàíèåì ßíãà íàçûâàåòñÿ

Q(~P ) = inf

{
〈~P , ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
.

Ôóíêöèþ Q(~P ) åùå íàçûâàþò èíäåêñîì öåí.

Ëåììà 6 (Ìóëüòèïëèêàòèâíûé àíàëîã òåîðåìû Ôåíõåëÿ-Ìîðî).
Ïóñòü F ( ~X) ∈ Φ. Òîãäà

1) Q(~P ) ∈ Φ;

2) F ( ~X) = inf

{
〈~P , ~X〉
Q(~P )

∣∣∣∣ ~P ∈ Rm
+ , Q(~P ) > 0

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî Q(~P ) ∈ Φ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âûïîë-
íèìîñòü óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ 8.

1)

Q(λ~P ) = inf

{
〈λ~P , ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
=

= λ inf

{
〈~P , ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà.
2) ∀~P (1) ∈ Rm

+ , ~P
(2) ∈ Rm

+

Q(~P (1) + ~P (2)) = inf

{
〈~P (1) + ~P (2), ~X〉

F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
=

= inf

{
〈~P (1), ~X〉
F ( ~X)

+
〈~P (2), ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
>

> inf

{
〈~P (1), ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
+

+ inf

{
〈~P (2), ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
=

= Q(~P (1)) +Q(~P (2))⇒
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⇒ Q(~P ) âîãíóòà íà Rm
+ .

4) Î÷åâèäíî, ÷òî Q(~P ) > 0 ∀~P ∈ Rm
+ . Ïîêàæåì, ÷òî ∃ ~̃P òàêîé, ÷òî Q( ~̃P ) > 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Γ = {( ~X, t) | ~X ∈ Rm
+ , t 6 F ( ~X)}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Γ � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ.
Èç âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè Γ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé åãî ãðàíè÷íîé

òî÷êè ( ~X◦, F ( ~X◦)) ∈ ∂Γ ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
À ïîñêîëüêó Γ ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, òî ýòà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü äîëæíà ïðî-

õîäèòü ÷åðåç òî÷êó 0.
Èòàê, ∃(~P , β) 6= 0 | 〈~P , ~X〉+βt > 0 ∀( ~X, t) ∈ Γ, ïðè÷åì 〈~P , ~X◦〉+βF ( ~X◦) = 0.
Òàê êàê îïîðíàÿ ãèïåðïëîêîñòü ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷-

íîé òî÷êè Γ, âîçüìåì ~X◦ > 0 | F ( ~X◦) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, β 6 0. Äîïóñòèì,
β = 0. Òîãäà ~P 6= 0 ⇒ 〈~P , ~X◦〉 > 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, β < 0.

Ïîëîæèì ~̃P
◦
=

1

|β|
~P . Òîãäà 〈 ~̃P, ~X〉−F ( ~X) > 0 ∀ ~X ∈ Rm

+ , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

〈 ~̃P, ~X〉 > F ( ~X) ∀ ~X ∈ Rm
+ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Q( ~̃P ) = inf

{
〈 ~̃P, ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
> 1 > 0.

3) Âîãíóòàÿ íà Rm ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âíóòðè ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
⇒ Q(~P ) íåïðåðûâíà â int Rm

+ . Îñòàëîñü ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü Q(~P ) íà ∂Rm
+ .

Ïóñòü ~P ◦ ∈ ∂Rm
+ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè Q(~P ◦) íóæíî äîêàçàòü åå

ïîëíóïåðåðûâíîñòü ñíèçó
(

lim inf
k→∞

Q(~P k) > Q(~P ◦)
)
è ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó(

lim sup
k→∞

Q(~P k) 6 Q(~P ◦)

)
.

Q(~P ◦) = inf

{
〈~P ◦, ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
.

Äîêàæåì, ÷òî lim sup
k→∞

Q(~P k) 6
〈~P ◦, ~X〉
F ( ~X)

∀ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0. Ðàññìîòðèì ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòü {~P k}∞k=1, ñõîäÿùóþñÿ ê ~P ◦. Çàôèêñèðóåì ~̃X ∈ Rm
+ , F ( ~̃X) > 0.

Q(~P k) = inf

{
〈~P k, ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
6

6
〈~P k, ~̃X〉

F ( ~̃X)
⇒

⇒ lim
k→∞

Q(~P k) 6
〈~P ◦, ~̃X〉

F ( ~̃X)
∀ ~̃X ∈ Rm

+ | F ( ~̃X) > 0 ⇒

⇒ lim
k→∞

Q(~P k) 6 inf

{
〈~P ◦, ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
= Q(~P ◦),

ò. å. äîêàçàëè ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó.
Äîêàæåì ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó. Ïóñòü ~ej � áàçèñíûé âåêòîð â Rm (j =

1, m).
Ðàññìîòðèì êîíóñû Kj = cone{~e1, . . . , ~ej−1, ~P ◦, ~ej+1, . . . , ~em}, ãäå ~P ◦ ∈ Rm �

ïðîèçâîëüíûé íå ðàâíûé íóëþ âåêòîð. Áóäåì ó÷èòûâàòü ëèøü òå Kj, ó êîòîðûõ
intKj 6= ∅ (ò. å. íàáîð âåêòîðîâ {~e1, . . . , ~ej−1, ~P ◦, ~ej+1, . . . , ~em} ëèíåéíî íåçàâèñèì).

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò j òàêîé, ÷òî ∃M | ∀k > M ~P k ∈ Kj. Áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {~P k}∞k=1 ∈ K1. Çíà÷èò, ìîæåì ïðåäñòâàèòü ~P k

êàê ~P k = α1(k)~P ◦ +
m∑
j=2

αj(k)~ej, (αj(k) > 0, j = 1, m), ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå

åäèíñòâåííî.
Òàê êàê lim

k→∞
~P k = ~P ◦, òî lim

k→∞
α1(k) = 1, lim

k→∞
αj(k) = 0, j = 2, m.

Q(~P k) = Q(α1(k))~P ◦ +
m∑
j=2

αj(k)~ej > α1(k)Q(~P ◦) +
m∑
j=2

αj(k)Q(~ej).

Òàêèì îáðàçîì, lim inf
k→∞

Q(~P k) > Q(~P ◦), ò. å. ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó äîêàçàíà.

Øàã 2. Îáîçíà÷èì F̂ ( ~X)
◦
= inf

{
〈~P , ~X〉
Q(~P )

∣∣∣∣ ~P ∈ Rm
+ , Q(~P ) > 0

}
. Äîêàæåì, ÷òî

F ( ~X) = F̂ ( ~X).

Èç òîãî, ÷òîQ(~P ) = inf

{
〈~P , ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
ñëåäóåò, ÷òî ∀~P ∈ Rm

+ ,

~X ∈ Rm
+ âûïîëíåíî Q(~P )F ( ~X) 6 〈~P , ~X〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ ~X ∈ Rm
+ F ( ~X) 6

〈~P , ~X〉
Q(~P )

∀~P ∈ Rm
+ | Q(~P ) > 0, îòêóäà F ( ~X) 6

F̂ ( ~X).
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Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ∃ ~X∗ ∈ Rm
+ | F ( ~X∗) < F̂ ( ~X∗).

Ðàññìîòðèì Γ èç øàãà 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ( ~X∗, F̂ ( ~X∗)) /∈ Γ. Ïî òåîðåìå îòäåëè-
ìîñòè ∃(~P , β) 6= 0 :

〈~P , ~X〉+ βt > 0 ∀( ~X, t) ∈ Γ; (1.28)

〈~P , ~X∗〉+ βF̂ ( ~X∗) < 0. (1.29)

Èç (1.29), β < 0. Îáîçíà÷èì ~̂P
◦
=

1

|β|
~P > 0. Òîãäà èç (1.28) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ ~X ∈

Rm
+ âûïîëíåíî 〈 ~̂P, ~X〉 − F ( ~X) > 0, à èç (1.29) ñëåäóåò, ÷òî

〈 ~̂P, ~X∗〉 < F̂ ( ~X∗) (1.30)

Òàêèì îáðàçîì,

Q( ~̂P ) = inf

{
〈 ~̂P, ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
> 1 (1.31)

Îäíàêî, èç îïðåäåëåíèÿ F̂ ( ~X) èìååì, ÷òî äëÿ ∀~P > 0, ~X > 0

Q(~P )F̂ ( ~X) 6 〈~P , ~X〉. (1.32)

Òîãäà èç (1.30), ïîäñòàâëÿÿ (1.31) è (1.32), èìååì:

〈 ~̂P, ~X∗〉 < F̂ ( ~X∗) 6 Q( ~̂P )F̂ ( ~X∗) 6 〈 ~̂P, ~X∗〉,

� ïðîòèâîðå÷èå ⇒ F ( ~X) = F̂ ( ~X). �

Ñâÿçü ìåæäó îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè ñïðîñà è ýêîíîìè÷åñêèìè èíäåêñàìè ïî-
êàæåò ïðåäëîæåíèå 1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ~P ( ~X) ýêâèâàëåíò-
íû:

1) ∃F ( ~X) ∈ Φ, Q(~P ) ∈ Φ òàêèå, ÷òî

∀~P ∈ Rm
+ , ~X ∈ Rm

+

Q(~P )F ( ~X) 6 〈~P , ~X〉;

∀ ~X ∈ Rm
+

Q
(
~P ( ~X)

)
F ( ~X) 6 〈~P ( ~X), ~X〉.

*Ýòî óòâåðæäåíèå âûøëî èç ñîîáðàæåíèé àãðåãèðîâàíèÿ öåí è îáú¼ìîâ â èíäåê-
ñû (ïðîèçâåäåíèå îöåíêè öåí íà îöåíêó íàáîðà íå ïðåâîñõîäèò ñòîèìîñòè íàáîðà

â öåíàõ ~P ).
2) F (~x) ∈ Φ ðàöèîíàëèçèðóåò îáðàòíûå ôóíêöèè ñïðîñà.
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3) ∃F ( ~X) ∈ Φ, Q(~P ) ∈ Φ òàêèå, ÷òî

∀ ~X ∈ Rm
+

1

Q(~P )
~P ( ~X) ∈ ∂F ( ~X).

**Çäåñü Q(~P ) � ïðåîáðàçîâàíèå ßíãà.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ
F ( ~X) äèôôåðåíöèðóåìà ñîîòíîøåíèå 3) ïðåäëîæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

Pi( ~X) = Q
(
~P ( ~X)

) ∂F ( ~X)

∂Xi
, i = 1,m, îòêóäà è âûòåêàåò îñíîâíàÿ ôîðìóëà

ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ :

Q
(
~P ( ~X)

)
dF ( ~X) =

m∑
j=1

Pj( ~X)dXj.

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü èçìåíåíèå èíäåêñà ñïðîñà Êîíþñà
(ôóíêöèè ïîëåçíîñòè) ïðè âàðüèðîâàíèè íàáîðà òîâàðîâ, äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü
ýòè êîëè÷åñòâà íà öåíû è èíäåêñ öåí ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà
ïîñòðîåíèÿ èíäåêñîâ Êîíþñà ïîòðåáëåíèÿ F ( ~X) è öåí Q(~P ) ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå

ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîèñêà èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
1

Q
(
~P ( ~X)

) äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîé ôîðìû îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà

ω =
m∑
j=1

Pj( ~X)dXj

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 3).

Â ñèëó 1)

~X ∈ Argmin

{
〈~P ( ~X), ~Y 〉 −Q

(
~P ( ~X)

)
F (~Y )︸ ︷︷ ︸

âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò ~Y

} ∣∣∣∣ ~Y ∈ Rm
+

Îíà ïðèíèìàåò ìèíèìóì â òî÷êå ~X òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

0 ∈ ∂
(
〈~P ( ~X), ~Y 〉 −Q

(
~P ( ~X)

)
F (~Y )

) ∣∣∣∣
~Y= ~X

.
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Ïî òåîðåìå Ìîðî-Ðîêàôåëëàðà äëÿ ñóïåðäèôôåðåíöèàëà ñóììû ôóíêöèé

∂
(
〈~P ( ~X), ~Y 〉 −Q

(
~P ( ~X)

)
F (~Y )

)∣∣∣∣
~Y= ~X

=

= −~P ( ~X) +Q
(
~P ( ~X)

)
∂F (~Y )

∣∣∣∣
~Y= ~X

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
~P ( ~X) ∈ Q

(
~P ( ~X)

)
∂F ( ~X)

Äîêàæåì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 2).
Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L ( ~X, λ) = F (~Y ) + λ
(
〈~P ( ~X), ~X〉 − 〈~P ( ~X), ~Y 〉

)
Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ 〈~P ( ~X), ~X〉−〈~P ( ~X), ~Y 〉 > 0 âûïîëíåíû, òî λ > 0. Òîãäà ïî
òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà ~X äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèè F (~Y ) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
âûøå, òàê êàê âûïîëíåíî

∂L = ∂F (~Y )

∣∣∣∣
~Y= ~X

−λ~P ( ~X) 3 0

â ñèëó òîãî, ÷òî λ =
1

Q
(
~P ( ~X)

) .
Äîêàæåì, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 1).

Q(~P ) = inf

{
〈~P , ~X〉
F ( ~X)

∣∣∣∣ ~X ∈ Rm
+ , F ( ~X) > 0

}
.

Âû÷èñëèì

Q
(
~P ( ~X)

)
= inf

{
〈~P ( ~X), ~X〉
F (~Y )

∣∣∣∣ ~Y ∈ Rm
+ , F (~Y ) > 0

}
.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ~Y , ÷òî 〈~P ( ~X), ~Y 〉 = 〈~P ( ~X), ~X〉. Òàê êàê â ñèëó
ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ÷èñëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, ìû ìîæåì ìàêñèìèçèðî-
âàòü åãî ïðè 〈~P ( ~X), ~Y 〉 6 〈~P ( ~X), ~X〉. Èç óòâåðæäåíèÿ 2) ïðåäëîæåíèÿ ïîëó÷àåì

Q
(
~P ( ~X)

)
=
〈~P ( ~X), ~X〉
F ( ~X)

,

à ýòî ýêâèâàëåíòíî 1). �
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Óïðàæíåíèå 1.

Ïóñòü ~̂X ∈ Rm
+ , F ( ~̂X) = 1 è ~̂P ∈ ∂F ( ~X)

∣∣
~X= ~̂X

, ãäå Q(~P ) � ïðåîáðàçîâàíèå

ßíãà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà Q( ~̂P ) = 1. Áîëåå òîãî, ~̂X ∈ ∂Q(~P )
∣∣
~P= ~̂P

.
Óïðàæíåíèå 2.

Íàéòè ôóíêöèþ F ( ~X) ïðåîáðàçîâàíèå ßíãà êîòîðîé ðàâíî åé ñàìîé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïócòü ñóùåñòâóþò ~P (t) = ~P
(
~X(t)

)
, ~P (τ) = ~P

(
~X(τ)

)
è

~P ( ~X) ðàöèîíàëèçèðóåìà ñ ôóíêöèåé F ( ~X) ∈ Φ. Òîãäà

〈~P (τ), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

>
〈~P (τ), ~̂X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

=
〈~P (t), ~X(t)〉

〈~P (t), ~̂X(τ)〉
>
〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (t), ~X(τ)〉

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì öåíòðàëüíîå ðàâåíñòâî.

〈~P (τ), ~̂X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

=

〈
~P
(
~̂X(t)

)
, ~̂X(t)

〉
〈
~P
(
~X(τ)

)
, ~X(τ)

〉 .
Çäåñü âåêòîðà ~P è ~X ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî
~P (τ) = ~P

(
~X(τ)

)
è ~P (τ) = ~P

(
~̂X(t)

)
. Òîãäà èìååì:

〈~P (τ), ~̂X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

=
Q
(
~P (τ)

)
F
(
~̂X(t)

)
Q
(
~P (τ)

)
F
(
~X(τ)

) =
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) .
Àíàëîãè÷íî

〈~P (t), ~X(t)〉

〈~P (t), ~̂X(τ)〉
=

〈
~P
(
~X(t)

)
, ~X(t)

〉
〈
~P
(
~̂X(τ)

)
, ~̂X(τ)

〉 =
Q
(
~P (t)

)
F
(
~X(t)

)
Q
(
~P (t)

)
F
(
~̂X(τ)

) =
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) ,
îòêóäà ïîëó÷àåì

〈~P (τ), ~̂X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

=
〈~P (t), ~X(t)〉

〈~P (t), ~̂X(τ)〉
.

Äîêàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî.

〈~P (τ), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

,
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� çäåñü ~P è ~X äðóã äðóãó íå ñîîòâòåòñòâóþò, ïîýòîìó ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
èç ïðåäëîæåíèÿ 1:

〈~P (τ), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

=
〈~P (τ), ~X(t)〉〈

~P
(
~X(τ)

)
, ~X(τ)

〉 =
〈~P (τ), ~X(t)〉

Q
(
~P (τ)

)
F
(
~X(τ)

) >

>
Q
(
~P (τ)

)
F
(
~X(t)

)
Q
(
~P (τ)

)
F
(
~X(τ)

) =
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) .
Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîãî íåðàâåíñòâà:

〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (t), ~X(τ)〉

=

〈
~P
(
~X(t)

)
, ~X(t)

〉
〈~P (t), ~X(τ)〉

=
Q
(
~P (t)

)
F
(
~X(t)

)
〈~P (t), ~X(τ)〉

6

6
Q
(
~P (t)

)
F
(
~X(t)

)
Q
(
~P (t)

)
F
(
~X(τ)

) =
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) .
�

Ïóñòü èçâåñòíû äåíåæíûå õàðàêòåðèñòèêè òîãî, ñêîëüêî ïîòðàòèëî íàñåëåíèå
íà ïîêóïêó òåõ èëè èíûõ òîâàðîâ � ýòî〈

~P
(
~X(t)

)
, ~X(t)

〉
è

〈
~P
(
~X(τ)

)
, ~X(τ)

〉
.

Êàê áóäóò ìåíÿòüñÿ ðàñõîäû? Ô. Äèâèçèà (1925 ã.) ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ êîí-
öåïöèþ èçìåíåíèÿ ðàñõîäîâ:

d〈~P , ~X〉
〈~P , ~X〉

=
〈 ~X, d~P 〉
〈~P , ~X〉

+
〈~P , d ~X〉
〈~P , ~X〉

.

Òîãäà îòíîøåíèå ðàñõîäîâ òåêóùåãî ïåðèîäà ê ðàñõîäàì áàçîâîãî ðàâíî

〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(τ)〉

= exp

 t∫
τ

d〈~P (θ), ~X(θ)〉
〈~P (θ), ~X(θ)〉

 =

= exp

 t∫
τ

〈 ~X(θ), d ~P (θ)〉
〈~P (θ), ~X(θ)〉


︸ ︷︷ ︸

DP

exp

 t∫
τ

〈~P (θ), d ~X(θ)〉
〈~P (θ), ~X(θ)〉


︸ ︷︷ ︸

DX

.

Çäåñü èìååò ìåñòî ðàçáèåíèå ïî öåíàì è ïî êîëè÷åñòâó: DP � èíäåêñ Äèâèçèà
öåí, DX � èíäåêñ Äèâèçèà êîëè÷åñòâ.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ~P ( ~X) ðàöèîíàëèçèðóåìà ñ ôóíêöèåé F ( ~X) ∈ Φ,
~P
(
~X(t)

)
= ~X(t), ~P

(
~X(τ)

)
= ~X(τ), ~P

(
~X(θ)

)
= ~P (θ), ãäå θ ∈ [τ, t]. Òîãäà

DX(τ, t) =
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) ,
ò. å. ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì Êîíþñà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

DX(τ, t) = exp

t∫
τ

〈
~P
(
~X(θ)

)
, d ~X(θ)

〉
〈
~P
(
~X(θ)

)
, ~X(θ)

〉 = exp

t∫
τ

Q
(
~P (θ)

)
dF
(
~X(θ)

)
Q
(
~P (θ)

)
F
(
~X(θ)

) =

=
F
(
~X(t)

)
F
(
~X(τ)

) .
�

Ïóñòü îáðàòíûå ôóíêöèè ñïðîñà ~P ( ~X) ∈ C1(Rm
+). Íàïîìíèì îñíîâíóþ ôîð-

ìóëó ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ:

Q
(
~P ( ~X)

)
dF ( ~X) =

m∑
j=1

Pj( ~X)dXj.

Íåîáõîäèìî íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
1

Q
(
~P ( ~X)

) òàêîé, ÷òîáû dF ( ~X)

áûë ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì.

λ( ~X)Pj( ~X) =
∂F ( ~X)

∂Xj
, j = 1,m.

Äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé
∂2F ( ~X)

∂Xi∂Xj
=
∂2F ( ~X)

∂Xj∂Xi
, îòêóäà èìååì:

∂

∂Xi

(
λ( ~X)Pj( ~X)

)
=

∂

∂Xj

(
λ( ~X)Pi( ~X)

)
;

λ( ~X)

(
∂Pj( ~X)

∂Xi
− ∂Pi( ~X)

∂Xj

)
= Pi( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xj
− Pj( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xi

∣∣∣∣×Pk( ~X)⇒
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⇒ λ( ~X)Pk( ~X)

(
∂Pj( ~X)

∂Xi
− ∂Pi( ~X)

∂Xj

)
= Pk( ~X)Pi( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xj
− Pj( ~X)Pk( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xi
.

(1.33)
Äàëåå àíàëîãè÷íî:

λ( ~X)

(
∂Pi( ~X)

∂Xk
− ∂Pk( ~X)

∂Xi

)
= Pk( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xi
− Pi( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xk

∣∣∣∣×Pj( ~X)⇒

⇒ λ( ~X)Pj( ~X)

(
∂Pi( ~X)

∂Xk
− ∂Pk( ~X)

∂Xi

)
= Pj( ~X)Pk( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xi
− Pi( ~X)Pj( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xk
.

(1.34)

λ( ~X)

(
∂Pk( ~X)

∂Xj
− ∂Pj( ~X)

∂Xk

)
= Pj( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xk
− Pk( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xj

∣∣∣∣×Pi( ~X)⇒

⇒ λ( ~X)Pi( ~X)

(
∂Pk( ~X)

∂Xj
− ∂Pj( ~X)

∂Xk

)
= Pi( ~X)Pj( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xk
− Pk( ~X)Pi( ~X)

∂λ( ~X)

∂Xj
.

(1.35)
Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (1.33), (1.34) è (1.35), ïîëó÷àåì:

Pk( ~X)

(
∂Pj( ~X)

∂Xi
− ∂Pi( ~X)

∂Xj

)
+ Pj( ~X)

(
∂Pi( ~X)

∂Xk
− ∂Pk( ~X)

∂Xi

)
+

+ Pi( ~X)

(
∂Pk( ~X)

∂Xj
− ∂Pj( ~X)

∂Xk

)
= 0

� óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè Ôðîáåíèóñà (íåîáõîäèìîå).

Óïðàæíåíèå.

Äîêàçàòü, ÷òî äàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì.
Óêàçàíèå: ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ â òåîðèè äèô-

ôèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ýòè óñëîâèÿ ñëåäóþò èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè äèô-
ôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è).

Óñëîâèå Ôðîáåíèóñà âûðàæàåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíî-
æèòåëÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà è ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì òèïà ðàâåíñòâà. Îíî íàðóøàåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ôóíêöèé
~P ( ~X) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C1(Rm

+). Ñóùåñòâîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç ïîñòóëàòîâ ñîâðåìåííîé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, îáúÿñíÿþùèì
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âîçìîæíîñòü ðåãóëèðîâàòü ïîòîêè ðàçíîîáðàçíûõ òîâàðîâ, íîìåíêëàòóðà êîòî-
ðûõ ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 109 íàèìåíîâàíèé, ñ ïîìîùüþ ¾ñêàëÿðíîé¿ îáðàòíîé ñâÿ-
çè � ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ. Ïîýòîìó íàðóøåíèå óñëîâèé Ôðîáåíèóñà ïðè ìàëûõ
âîçìóùåíèÿõ âîñïðèíèìàëîñü ýêîíîìèñòàìè êàê ïðîáëåìà èíòåãðèðóåìîñòè.

Ïîÿâëåíèå â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè âîñõîäèò ê
ðàáîòàì Äæ. Àíòîíåëëè (1886 ã.), Â. Âîëüòåðà (1906 ã.). Ñàìè óñëîâèÿ áûëè ïîëó-
÷åíû Å. Å. Ñëóöêèì (1915 ã.). Â òîò æå ïåðèîä àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà ðåøàëàñü â
ôèçèêå. Ê. Êàðàòåîäîðè ñôîðìóëèðîâàë âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè â ôîðìå
ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû êî-
ëè÷åñòâà òåïëîòû.

δQ = P (V,N1, . . . , Nm)dV +
m∑
j=1

µj(V,N1, . . . , Nm)dNj,

dS =
1

T

(
P (V,N1, . . . , Nm)dV +

m∑
j=1

µj(V,N1, . . . , Nm)dNj

)
.

Èç ýòîé ôîðìóëèðîâêè ñëåäîâàëî, ÷òî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, õèìè÷åñêèå ïîòåíöè-
àëû, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
èíòåãðèðóåìîñòè Ôðîáåíèóñà è, çíà÷èò, íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ. Ïîýòîìó âîçíèê âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìû îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì, ïîäîáíûì
âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè?

Àíàëèçó âûïîëíèìîñòè è èíòåðïðåòàöèè óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ èç-
âåñòíûõ ýêîíîìèñòîâ XX âåêà, òàêèõ, êàê Â. Ïàðåòî, Ï. Ñàìóýëüñîí, Äæ. Õèêñ,
Õ. Õîòåëëèí, Õ. Õàóòåêêåð, Ê. Ýððîó, Ë. Ãóðâèö, Õ. Óäçàâà, Ä. Ãåéë, Ì. Ðèõòåð
è äð. Èõ óñèëèÿ ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, â òåð-
ìèíàõ êîòîðîé óäàëîñü ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ðàöèîíàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ â
ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ýìïèðè÷åñêîé ïðîâåðêè.

1.6.4 Òåîðèÿ âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.

Ïîíÿòèå âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ áûëî ââåäåíî Ï. Ñàìóýëüñîíîì (1938 ã.)
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ~X ∈ Rm
+ âûÿâëåííî ïðåäïî÷òèòåëüíåå,

÷åì ~Y ∈ Rm
+ , åñëè 〈~P ( ~X), ~X〉 > 〈~P ( ~X), ~Y 〉. Îáîçíà÷åíèå ~X � ~Y .

Ï. Ñàìóýëüñîí, ðàçâèâàÿ êîíöåïöèþ ðàöèîíàëüíîãî ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðå-
áèòåëÿ, âêëàäûâàë â îïðåäåëåíèå ñëåäóþùèé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Ïðè öåíàõ
~P ( ~X) íàáîð òîâàðîâ ~Y ñòîèë 〈~P ( ~X), ~Y 〉 è áûë äîñòóïåí ïîòðåáèòåëþ, ðàñïîëàãàþ-
ùåìó áþäæåòîì â 〈~P ( ~X), ~X〉. Ïîñêîëüêó öåíàì ~P ( ~X) ñîîòâåòñòâóåò ïðèîáðåòåíèå
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íàáîðà òîâàðîâ ~X, íàáîð òîâàðîâ ~X âûÿâëåíî ïðåäïî÷òèòåëüíåå äîñòóïíîãî â ñè-
ëó áþäæåòíûõ îãðàíè÷åíèé íàáîðà òîâàðîâ ~Y .

Ï. Ñàìóýëüñîíîì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, êîòîðîå ïðè ðàç-
ìåðíîñòè íîìåíêëàòóðû m = 2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ðàöèîíàëèçèðóåìîñòè îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà ~P ( ~X) â êëàññå ôóíêöèé ïîëåçíî-
ñòè Φ, è âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíûå
m > 2.

Ñëàáàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.
Åñëè ~X ∈ Rm

+ , ~Y ∈ Rm
+ , ~X � ~Y è ~Y � ~X, òî 〈~P ( ~X), ~X〉 = 〈~P ( ~X), ~Y 〉 è

〈~P (~Y ), ~Y 〉 = 〈~P (~Y ), ~X〉.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü 〈~P ( ~X), ~X〉 > 0 ïðè ëþáûõ ~X ∈ Rm
+ {0} è âûïîëíåíî

óñëîâèå îòäåëèìîñòè: äëÿ ëþáûõ i, j ∈ 1, . . . ,m, λ > 0, ~X ∈ intRm
+ ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå
Pi(λ ~X)

Pj(λ ~X)
=
Pi( ~X)

Pj( ~X)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê èç ìíîæåñòâà
{λ ~X | λ > 0} ∪ {µ~Y | µ > 0} âûïîëíÿëàñü ñëàáàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈~P ( ~X), ~Y 〉〈~P (~Y ), ~X〉 > 〈~P ( ~X), ~X〉〈~P (~Y ), ~Y 〉. (1.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âûáåðåì µ1 > 0 òàêèì, ÷òî

〈~P ( ~X), ~X〉 = 〈~P ( ~X), µ1~Y 〉. (1.37)

Òîãäà, â ñèëó ñëàáîé àêñèîìû òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, èìååì, ÷òî
~P (µ1~Y ), µ1~Y 〉 6 〈~P (µ1~Y ), ~X〉. Îòêóäà, â ñèëó óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

〈~P (~Y ), µ1~Y 〉 6 〈~P (~Y ), ~X〉. (1.38)

Ïåðåìíîæàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.37) è (1.38) è ñîêðàùàÿ íà µ1 > 0, ïîëó÷àåì (1.36).
Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü λ1 ~X � µ1~Y è µ1~Y � λ1 ~X, ãäå λ1 > 0, µ1 > 0. Ñ ó÷¼òîì
óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè èìååì, ÷òî 〈~P ( ~X), λ1 ~X〉 > 〈~P ( ~X), µ1~Y 〉 è 〈~P (~Y ), µ1~Y 〉 >
〈~P (~Y ), λ1 ~X〉. Ïåðåìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ñîêðàùàÿ íà ïîëîæèòåëüíûé ìíî-
æèòåëü λ1µ1, ïîëó÷àåì 〈~P ( ~X), ~Y 〉〈~P (~Y ), ~X〉 6 〈~P ( ~X), ~X〉〈~P (~Y ), ~Y 〉. Îòêóäà â
ñèëó (1.36) èìååì 〈~P ( ~X), ~Y 〉〈~P (~Y ), ~X〉 = 〈~P ( ~X), ~X〉〈~P (~Y ), ~Y 〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈~P ( ~X), λ1 ~X〉 = 〈~P ( ~X), µ1~Y 〉 è 〈~P (~Y ), µ1~Y 〉 = 〈~P (~Y ), λ1 ~X〉. Äîñòàòî÷íîñòü äî-
êàçàíà. �

Îäíîðîäíàÿ ñëàáàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.
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Äëÿ ëþáûõ ~X ∈ Rm
+ è ~Y ∈ Rm

+ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈~P ( ~X), ~Y 〉〈~P (~Y ), ~X〉 > 〈~P ( ~X), ~X〉〈~P (~Y ), ~Y 〉

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñëàáàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî-
÷òåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ýôôåêòó Ãåðøåíêðîíà.

Õàóòåêêåð Õ. Ñ. (1950 ã.) ïðåäëîæèë áîëåå ñèëüíîå òðåáîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàöèîíàëèçèðóåìîñòè îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà
â êëàññå ôóíêöèé ïîëåçíîñòè Φ.

Ñèëüíàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.
Åñëè k > 2, ~Xi ∈ Rm

+ , i = 1, k è ~X(1) � ~X(2), ~X(2) � ~X(3), . . . , ~X(k−1) � ~X(k),
~X(k) � ~X(1), òî

〈~P ( ~X(i)), ~X(i)〉 = 〈~P ( ~X(i)), ~X(i+1)〉, i = 1, k − 1

〈~P ( ~X(k)), ~X(k)〉 = 〈~P ( ~X(k)), ~X(1)〉.

Ñëàáàÿ àêñèîìà âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèëü-
íîé àêñèîìû âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ïðè k = 2.

Ïîïûòêè äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñëàáîé è ñèëüíîé àêñèîì ïðåäïðèíèìà-
ëèñü äî òåõ ïîð, ïîêà Ä. Ãåéë (1960 ã.) íå ïîñòðîèë ïðèìåð îáðàòíûõ ôóíêöèé
ñïðîñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëàáîé àêñèîìå òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, íî
íå ðàöèîíàëèçèðóåìûõ.

×èñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñèëüíàÿ àêñèîìà âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàöèîíàëèçèðóåìîñòè îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà ~P ( ~X) ïðåä-
ñòàâèë Á. Ñòèóì (1973 ã.).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü 〈~P ( ~X), ~X〉 > 0 ïðè ëþáûõ ~X ∈ Rm
+ {0} è âûïîëíåíî

óñëîâèå îòäåëèìîñòè (ñì. ïðåäëîæåíèå 4). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû
òî÷åê èç ìíîæåñòâà
{λ1 ~X(1) | λ1 > 0} ∪ {λ2 ~X(2) | λ2 > 0} ∪ . . . ∪ {λk ~X(k) | λk > 0} âûïîëíÿëàñü
ñèëüíàÿ àêñèîìà òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà {t1, . . . , tk} ⊂ {0, . . . , T} áûëî ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

〈~P ( ~X t1), ~X t2〉〈~P ( ~X t2), ~X t3〉 . . . 〈~P ( ~X tk), ~X t1〉 >
> 〈~P ( ~X t1), ~X t1〉〈~P ( ~X t2), ~X t2〉 . . . 〈~P ( ~X tk), ~X tk〉.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 5.

Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáðàòíûå ôóíêöèè ñïðîñà ~P ( ~X) óäîâëå-
òâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèëüíîé àêñèîìå (ÎÑÀ) òåîðèè âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ,
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åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ { ~X(1), . . . , ~X(k)} èç Rm
+ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

〈~P ( ~X(1)), ~X(2)〉〈~P ( ~X(2)), ~X(3)〉 . . . 〈~P ( ~X(k)), ~X(1)〉 >
> 〈~P ( ~X(1)), ~X(1)〉〈~P ( ~X(2)), ~X(2)〉 . . . 〈~P ( ~X(k)), ~X(k)〉

Èñõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ öåí è ñïðîñà ñëóæèò òîðãî-
âàÿ ñòàòèñòèêà {~P (t), ~X(t)}Tt=0 äàííîé ãðóïïû òîâàðîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò çíà÷å-
íèÿ îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê { ~X(t)}Tt=0. Áóäåì ïîíèìàòü
ïîä ðàöèîíàëèçèðóåìîñòüþ òîðãîâîé ñòàòèñòèêè âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü å¼ äî
îáðàòíûõ ôóíêöèé ñïðîñà, ðàöèîíàëèçèðóåìûõ â êëàññå Φ. Òåîðèÿ âûÿâëåííîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿòü ïî òîðãîâîé ñòàòèñòèêå, óäî-
âëåòâîðÿåò ëè îíà ãèïîòåçå î ðàöèîíàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ è âû÷èñëÿòü èíäåêñû
Êîíþñà. Â îñíîâå àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ëåæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9 (Àôðèàò (1960), Âåðèàí (1983)). Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òîðãîâîé ñòà-
òèñòèêè ýêâèâàëåíòíû:

1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè F
(
~X(t)

)
∈ Φ, ðàöèîíàëèçèðóþùàÿ òîð-

ãîâóþ ñòàòèñòèêó, ò. å.

~X(t) ∈ Argmax{F (~Y ) | 〈~P (t), ~Y 〉 6 〈~P (t), ~X(t)〉, ~Y > 0}, t = 0, T ;

2) ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

λt〈~P (t), ~X(t)〉 6 λτ〈~P (τ), ~X(t)〉, (t, τ = 0, T ) (1.39)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå λ0 > 0, λ1 > 0, . . . , λT > 0;
3) òîðãîâàÿ ñòàòèñòèêà óäîâëåòâîðÿåò ÎÑÀ, ò. å. äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åí-

íîãî íàáîðà ìîìåíòîâ âðåìåíè t1, . . . , tk ∈ {0, 1, . . . , T} âûïîëíåíî

〈~P (t1), ~X(t2)〉 · 〈~P (t2), ~X(t3)〉 · . . . · 〈~P (tk−1), ~X(tk)〉 · 〈~P (tk), ~X(t1)〉 >
> 〈~P (t1), ~X(t1)〉 · . . . · 〈~P (tk), ~X(tk)〉;

4) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè âèäà F ( ~X) = min
t=0,T

λt〈~P (t), ~X〉, ðàöèîíà-
ëèçèðóþùàÿ òîðãîâóþ ñòàòèñòèêó.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.39) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèò-
ìà Âàðøàëëà-Ôëîéäà. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû èíäåêñîâ öåí Ïààøå
÷åðåç

Cτt =
〈~P (t), ~X(t)〉
〈~P (τ), ~X(t)〉

.
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Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1.39) èìååò âèä

λtCτt 6 λτ (1.40)

Îïðåäåëèì C∗τt êàê ìàêñèìóì ïî âñåì âîçìîæíûì óïîðÿäî÷åííûì ïîäìíîæåñòâàì
{t1, . . . , tk} ìíîæåñòâà T = {0, 1, . . . , T} ïðîèçâåäåíèé âèäà Cτt1Ct1t2 . . . Ctkt,
ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò Cτt, ò. å.

C∗τt = max
{t1,...,tk}⊂T ,

k>0

{Cτt1 · Ct1t2 · . . . · Ctkt}

Èç òåîðåìû Àôðèàòà-Âåðèàíà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1.40) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ∗tt < 1, t ∈ T . Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1.40) èìååò
ðåøåíèå, òî îíà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

λtC
∗
τt 6 λτ . (1.41)

Åñëè ñèñòåìà (1.41) èìååò ðåøåíèå, òî íàáîð ïåðåìåííûõ

λt = max
β∈T

C∗tβ, t ∈ T

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.40), à çíà÷èò, è ðåøåíèåì (1.39).
Ïî ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.39) ìîæíî ïîñòðîèòü âðåìåííûå ðÿ-

äû èíäåêñîâ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí Êîíþñà{
1

λt

}T
t=0

è èíäåêñîâ ñïðîñà Êîíþñà {
λt〈~P (t), ~X(t)〉

}T
t=0
,

êîòîðûå ó÷èòûâàþò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîòðåáëåíèÿ. Òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ íàçûâàåòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì.
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Ãëàâà 2

Ýêîíîìè÷åñêàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ

äâîéñòâåííîñòè.

2.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î äâîéñòâåííîñòè â çàäà-

÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Ç. Ë. Ï.):
~c1~x1 + ~c2~x2 → max

A11~x1 + A12~x2 6 ~b1

A21~x1 + A22~x2 = ~b2
~x1 > 0

(2.1)

Çäåñü
~c1 ∈ Rn1, ~c2 ∈ Rn2;
~b1 ∈ Rm1, ~b2 ∈ Rm2;
~x1 ∈ Rn1, ~x2 ∈ Rn2;
A11 � m1 × n1 ìàòðèöà, A12 � m1 × n2 ìàòðèöà;
A21 � m2 × n1 ìàòðèöà, A22 � m2 × n2 ìàòðèöà.
Äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.1) çàäà÷à

~b1~u1 +~b2~u2 → min

AT
11~u1 + AT

21~u2 > ~c1
AT

12~u1 + AT
22~u2 = ~c2

~u1 > 0

(2.2)

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè).
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Ç. Ë. Ï. (2.1) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ðåøåíèå
Ç. Ë. Ï. (2.2). Åñëè ðåøåíèÿ â Ç. Ë. Ï. (2.1) è Ç. Ë. Ï. (2.2) ñóùåñòâóþò,
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 1.

Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ â
Ç. Ë. Ï. (2.1) íåñîâìåñòíà (ñîâìåñòíà) è â Ç. Ë. Ï. (2.2) íåñîâìåñòíà (ñîâìåñò-
íà).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (~x1, ~x2) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.1)
(ò. å. ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è), à (~u1, ~u2) óäîâëåòâîðÿ-
åò îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.2). Òîãäà

~b1~u1 +~b2~u2 > ~c1~x1 + ~c2~x2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

~b1~u1 +~b2~u2 > 〈~u1, A11~x1 + A12~x2〉+ 〈~u2, A21~x1 + A22~x2〉 =

= 〈~x1, AT
11~u1 + AT

21~u2〉+ 〈~x2, AT
12~u1 + AT

22~u2〉 >
> ~c1~x1 + ~c2~x2

�

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
(~x1, ~x2) áûë ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.1), (~u1, ~u2) ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.2) íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàëè:

~b1~u1 +~b2~u2 = ~c1~x1 + ~c2~x2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç òåîðåìû äâîéñòâåííî-
ñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (~̂x1, ~̂x2) òîæå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.1).
Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1

~c1~̂x1 + ~c2~̂x2 6 ~b1~u1 +~b2~u2 = ~c1~x1 + ~c2~x2.

�

Òåîðåìà 2 (Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñò-
êîñòè). Ïóñòü (~x1, ~x2) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.1), à (~u1, ~u2)
óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû (~x1, ~x2) áûë ðåøå-
íèåì Ç. Ë. Ï. (2.1), (~u1, ~u2) ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

〈~u1,~b1 − A11~x1 − A12~x2〉 = 0;

〈~x1,~c1 − AT
11~u1 − AT

21~u2〉 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðåäëîæåíèå 1. �

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèåé Ëàãðàíæà Ç. Ë. Ï. (2.1) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ïåðå-
ìåííûõ (~x1, ~x2, ~u1, ~u2), îïðåäåëåííàÿ íà Rn1

+ × Rn2 × Rm1
+ × Rm2 âèäà

L (~x1, ~x2, ~u1, ~u2) = ~c1~x1 + ~c2~x2 + 〈~u1,~b1 −A11~x1 −A12~x2〉+ 〈~u2,~b2 −A21~x1 −A22~x2〉

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðÿìîé çàäà÷è

L (~x1, ~x2, ~u1, ~u2) = ~b1~u1 +~b2~u2 + 〈~x1,~c1−AT
11~u1−AT

21~u2〉+ 〈~x2,~c2−AT
12~u1−AT

22~u2〉,

ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
Íàçîâåì îñíîâíûå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è â ðåçóëüòàòå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðÿìîé çàäà÷è:
1) ñëàãàåìûå, â êîòîðûå íå âõîäÿò ïåðåìåííûå ïðÿìîé çàäà÷è, îáðàçóþò ôóíê-

öèîíàë äâîéñòâåííîé çàäà÷è;
2) ñëàãàåìûå, óìíîæàåìûå íà îäíó è òó æå ïåðåìåííóþ ïðÿìîé çàäà÷è, îáðà-

çóþò îãðàíè÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è;
3) ïåðåìåííûì ïðÿìîé çàäà÷è, íà çíàê êîòîðûõ íå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å;
4) ïåðåìåííûì ïðÿìîé çàäà÷è, íà çíàê êîòîðûõ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íåîò-

ðèöàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà â äâîéñòâåííîé çà-
äà÷å, ïðè÷åì çíàê åãî âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè íàðóøåíèè íåðàâåí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå øòðàôîâàëî ôóíêöèîíàë â ôóíêöèè Ëàãðàíæà
äâîéñòâåííîé çàäà÷è;

5) îãðàíè÷åíèÿì òèïà íåðàâåíñòâà â ïðÿìîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóþò íåîòðèöà-
òåëüíûå ïåðåìåííûå â äâîéñòâåííîé çàäà÷å;

6) îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðàâåíñòâà â ïðÿìîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûå
ïðîèçâîëüíîãî çíàêà â äâîéñòâåííîé çàäà÷å.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ ~x∗1 ∈ Rn1
+ , ~x

∗
2 ∈ Rn2,

~u∗1 ∈ Rm1
+ , ~u∗2 ∈ Rm2 îáðàçóåò ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèè Ëàãðàíæà, åñëè äëÿ ëþáûõ

~x1 ∈ Rn1
+ , ~x2 ∈ Rn2, ~u1 ∈ Rm1

+ , ~u2 ∈ Rm2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

L (~x1, ~x2, ~u
∗
1, ~u
∗
2) 6 L (~x∗1, ~x

∗
2, ~u
∗
1, ~u
∗
2) 6 L (~x1∗, ~x2∗, ~u1, ~u2).

Òåîðåìà 3 (Êóíà-Òàêêåðà).
1. Åñëè (~x∗1, ~x

∗
2) � ðåøåíèå Ç. Ë. Ï. (2.1), òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû

~u∗1 ∈ Rm1
+ , ~u∗2 ∈ Rm2, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ (~x∗1, ~x

∗
2, ~u

∗
1, ~u

∗
2) îáðàçóåò ñåäëîâóþ

òî÷êó ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
2. Åñëè íàáîð âåêòîðîâ (~x∗1, ~x

∗
2, ~u

∗
1, ~u

∗
2) îáðàçóåò ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèè

Ëàãðàíæà, òî (~x∗1, ~x
∗
2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.1), à (~u∗1, ~u

∗
2) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.2).
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2.2 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâîéñòâåííî-

ñòè. Òðóäîâàÿ òåîðèÿ ñòîèìîñòè è åå êðèòèêà.

Íåâîçìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó, èñïîëüçóþùóþ ñðàçó âñå îáùèå ïðèíöèïû òðó-
äîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè, êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà åùå â XVIII � XIX âåêàõ
À. Ñìèòîì è Ä. Ðèêàðäî. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî ïðèìåðû, îòðà-
æàþùèå ñëîæèâøèåñÿ â ðàçíûå ïåðèîäû ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ îòíîøåíèé
ýêîíîìè÷åñêèå óêëàäû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà è ìåõàíèç-
ìîì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ñèñòåìå.

Ïðèìåð 1. ¾Êîëîíèàëüíàÿ ýêîíîìèêà¿. Ðåçêèé äåìîãðàôè÷åñêèé ñêà-
÷îê â íà÷àëå XVIII-ãî âåêà ïðèâåë ê òîìó, ÷òî òðàäèöèîííûå ñïîñîáû âåäåíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñòàëè íåðåàëèçóåìû. Èçáûòîê íàñåëåíèÿ ìèãðèðî-
âàë èç ñåëüñêîé ìåñòíîñòè â ãîðîäà. Ýòî áûëè ëþäè, íå èìåþùèå íàâûêîâ ðàáîòû.
Èõ èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå ãðóáîé ðàáî÷åé ñèëû. Òàêîé íåêâàëèôèöèðîâàííûé
òðóä è ÿâëÿëñÿ åäèíñòâåííûì ïåðâè÷íûì1 ðåñóðñîì, îãðàíè÷èâàþùèì ïðîèçâîä-
ñòâî. Ýòèì æå ðåñóðñîì ëèìèòèðîâàëîñü ïðîèçâîäñòâî è â êîëîíèàëüíûõ ñòðàíàõ
äîèíäóñòðèàëüíîé ýïîõè, ýêîíîìèêà êîòîðûõ áûëà íàöåëåíà íà àãðàðíî-ñûðüåâîé
ýêñïîðò.

Ïóñòü âåñü ïðîèçâîäñòâåííûé ñåêòîð ýêîíîìèêè ðàçáèò íà n ÷èñòûõ îòðàñëåé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûïóñêàåò ïðîäóêò òîëüêî îäíîãî òèïà, ïðè÷åì ðàçíûì îòðàñ-
ëÿì ñîîòâåòñâóþò ðàçíûå âûïóñêàåìûå ïðîäóêòû, ò. å. â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå
âûïóñêàåòñÿ n âèäîâ ïðîäóêòîâ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü âñå âûïóñêàåìûå ïðî-
äóêòû âçàèìîçàìåíÿåìûìè. Çà îñíîâó âîçüìåì ñòàòè÷åñêóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
(êàê è ðàíüøå, ~x � âåêòîð âàëîâûõ âûïóñêîâ, ~ω � âåêòîð êîíå÷íûõ âûïóñêîâ):{

~x = A~x+ ~ω

~ω > 0

n×n ìàòðèöà A > 0 � ìàòðèöà Ëåîíòüåâà. Áóäåì ñ÷èòàòü åå ïðîäóêòèâíîé. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå ~x > 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè:

~x = (E − A)~ω > 0.

Ïóñòü ~c = (c1, . . . , cn) > 0 � âåêòîð òðóäîåìêîñòè (ïîêàçûâàåò ñêîëüêî íóæíî çà-
òðàòèòü òðóäà äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè âèäà 1, . . . , n). Ïðåäëîæåíèå
òðóäà áóäåì îáîçíà÷àòü êàê R. Òîãäà åñòåñòâåííîå ðåñóðñíîå îãðàíè÷åíèå ïðèìåò
âèä

~c~x 6 R.

1Ïåðâè÷íûå ðåñóðñû � òå, êîòîðûå íå ðåàëèçóþòñÿ â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà.
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Ïóñòü ~π = (π1, . . . , πn) � âåêòîð ¾ìèðîâûõ¿ öåí. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåñü êîíå÷íûé âû-
ïóñê ~ω èäåò íà ýêñïîðò, çàïèøåì öåëåâîé ôóíêöèîíàë:

~π~ω → max

ò. å. â óñëîâèÿõ êîëîíèàëüíîãî ðåæèìà ïðàâÿùàÿ ýëèòà çàèíòåðåñîâàíà â ìàêñè-
ìèçàöèè êîíå÷íîé ïðîäóêöèè â öåíàõ ìèðîâîãî ðûíêà.

Èòàê, èìååì ñëåäóþùóþ Ç. Ë. Ï.:
~π~ω → max

~x = A~x+ ~ω
∣∣~p

~c~x 6 R
∣∣s > 0

~ω > 0

(2.3)

Äëÿ àíàëèçà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñòðîèì
äâîéñòâåííóþ ê íåé. Äëÿ ýòîãî ïðèïèøåì äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå: ~p ∈ Rn �
âåêòîð öåí íà ïðîèçâîäèìûå â ñèñòåìå òîâàðû (ïðîèçâîëüíîãî çíàêà, ò. ê. ñîîòâåò-
ñâóåò îãðàíè÷åíèþ òèïà ðàâåíñòâà); s > 0 � åäèíàÿ äëÿ âñåõ ñòàâêà çàðàáîòíîé
ïëàòû (ïîëîæèòåëüíà, ò. ê. ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ òèïà íåðàâåíñòâà). Ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.3) èìååò âèä

L (~x, ~ω, ~p, s) = ~π~ω + 〈~p, ~x− A~x− ~ω〉+ s(R− ~c~x).

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

L (~x, ~ω, ~p, s) = sR + 〈~x, ~p− AT~p− s~c〉+ 〈~ω, ~π − ~p〉.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìà äâîéñòâåííàÿ ê (2.3) çàäà÷à èìååò âèä:
sR→ min

~p = AT~p+ s~c

~p > ~π

s > 0

(2.4)

Ïåðåïèøåì îãðàíè÷åíèå íà öåíû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å ïîêîîðäèíàòíî:

pi =
n∑
j=1

ajipj + sci, i = 1, n. (2.5)

Ðàâåíñòâî (2.5) îçíà÷àåò, ÷òî öåíà åäèíèöû ïðîäóêòà i-é îòðàñëè ñêëàäûâàåòñÿ èç
çàòðàò íà ñûðüå è ñòîèìîñòè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîèçâîäñòâà
åäèíèöû ïðîäóêòà.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1' ãëàâû 1 â ñèëó ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû (à ñëåäîâàòåëüíî
è ìàòðèöû AT) ìàòðèöà (E − AT) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà. Òîãäà îãðàíè÷åíèå
(2.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

~p = (E − AT)−1s~c

Ââåäåì âåêòîð ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò

~c∗
◦
= (E − AT)−1~c = ïî òåîðåìå 2 ãëàâû 1

= ~c+ AT~c+ (AT)2~c+ . . .+ (AT)k~c+ . . .

òàêèì îáðàçîì,
~p = s~c∗. (2.6)

Ñîîòíîøåíèå (2.6) íàçûâàþò îñíîâíûì ñîîòíîøåíèåì òðóäîâîé òåîðèè ñòîè-
ìîñòè. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî öåíà íà ïðîäóêöèþ êàæäîé îòðàñëè ïðîïîðöèîíàëüíà
ïîëíûì òðóäîâûì çàòðàòàì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè s åñòü âå-
ëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò îòðàñëè. Ñîîòíîøåíèå (2.6) òàêæå ïèøóò â
âèäå

pi
pj

=
c∗i
c∗j
, i, j = 1, n.

Âûäåëèì äâóõ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ � íàðîäíîå õîçÿéñòâî è îáùåñòâî. Ðàñ-
ñìîòðèì ñõåìó ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ ìåæäó íèìè.

ÍÀÐÎÄÍÎÅ ÕÎÇßÉÑÒÂÎ

ÎÁÙÅÑÒÂÎ
?

~ω

?

s~c~x
6

~p~ω

�

6
~c~x

�

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, åñëè Ç. Ë. Ï. (2.3) è Ç. Ë. Ï. (2.4) èìåþò ðåøåíèÿ, òî

~π~ω = sR. (2.7)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.3) è Ç. Ë. Ï. (2.4)

~π~ω = ~p~ω; (2.8)

sR = s~c~x. (2.9)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.7) � (2.9) îñíîâíîé ôèíàíñîâûé áàëàíñ èìååò âèä:

~p~ω = s~c~x.
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Èç îãðàíè÷åíèÿ ~p > ~π äâîéñòâåííîé çàäà÷è (2.4) è îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ
òðóäîâîé ñòîèìîñòè (2.6) âûòåêàåò, ÷òî

s~c∗ > ~π.

C ó÷åòîì óñëîâèÿ äîï. íåæåñòêîñòè (2.9) ïðè ωi > 0

sc∗i = πi,

ñëåäîâàòåëüíî, ýêîíîìè÷åñêè îáîñíîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû

s = max
j=1,n

(
πj
c∗j

)
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ âûãîäíûì
ïðîèçâîäñòâî åäèíñòâåííîãî òîâàðà èç ñóùåñòâóþùåé íîìåíêëàòóðû. Îòáîð òàêî-
ãî òîâàðà îïðåäåëÿåòñÿ ìèðîâûìè öåíàìè. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
¾áàíàíîâûå¿ è ¾êîôåéíûå¿ ðåñïóáëèêè.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðåòü ýòó æå çàäà÷ó, òîëüêî â êà÷åñòâå öåëåâîãî ôóíê-
öèîíàëà áðàòü U(~ω) ∈ Φ→ max.

Ïðèìåð 2. ¾Äîèíäóñòðèàëüíûé êàïèòàëèçì¿. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ
ýêîíîìèêó ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è â ïðèìåðå âûøå.
Òîëüêî òåïåðü íå áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâîäèìûå òîâàðû âçàèìîçàìåíÿåìûìè (íà-
ïðèìåð, òàêèå òîâàðû êàê îäåæäà, ïèòàíèå, æèëüå äðóã äðóãà íå çàìåíÿþò). Ââå-
äåì ñòðóêòóðó ïîòðåáëåíèÿ (ïîòðåáèòåëüñêèé êîìïëåêò) ~K = (K1, . . . , Kn). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç η êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìûõ â ñèñòåìå ïîòðåáèòåëüñêèõ êîìïëåê-
òîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì η ïîâûøàåòñÿ óðîâåíü æèçíè. ×åðåç π áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó
¾óäîâëåòâîðåíèÿ¿, êîòîðóþ ïîëó÷àåò ïîòðåáèòåëü îò îäíîãî êîìïëåêòà. Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè óðîâíÿ æèçíè â ñèñòåìå:

πη → max

~x = A~x+ ~ω

~ω > η ~K

~c~x 6 R

η > 0

Åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, èçáàâèâøèñü îò âåêòîðà êîíå÷íûõ
âûïóñêîâ ~ω: 

πη → max

~x > A~x+ η ~K |~p > 0

~c~x 6 R |s > 0

η > 0

(2.10)
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Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ê Ç. Ë. Ï. (2.10) çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî ïðèïèøåì äâîé-
ñòâåííûå ïåðåìåííûå ê îãðàíè÷åíèÿì, â ñîîòâåòñâòèè ñ èõ òèïîì: ~p > 0, s > 0.
Îíè êàê è ðàíåå îáîçíà÷àþò âåêòîð öåí è åäèíóþ ñòàâêó çàðàáîòíîé ïëàòû ñîîò-
âåòñâåííî. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.10) èìååò âèä

L (~x, η, ~p, s) = πη + 〈~p, ~x− A~x− η ~K〉+ s(R− ~c~x).

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

L (~x, η, ~p, s) = sR + 〈~x, ~p− AT~p− s~c〉+ η(π − ~p ~K).

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.10) çàäà÷à èìååò âèä (îãðàíè÷åíèå
~p > 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû A)

sR→ min

~p = AT~p+ s~c

~p ~K > π

s > 0

(2.11)

Êàê è â ïðèìåðå 1, ìîæíî ïîêàçàòü âûïîëíèìîñòü îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ
òðóäîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè (â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ):

~p = s~c∗,

êîòîðîå ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî (âíå çàâèñèìîñòè îò îòðàñëè) ñîîòíî-
øåíèÿ öåíû ïðîäóêòà è ïîëíûõ òðóäîâûõ çàòðàò íà åãî ïðîèçâîäñòâî.

Îïÿòü æå âûäåëåì äâóõ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ (íàðîäíîå õîçÿéñòâî è îáùå-
ñòâî) è ðàññìîòðèì ñõåìó ôèíàíñîâûõ è ìàòåðèàëüíûõ ïîòîêîâ ìåæäó íèìè:

ÍÀÐÎÄÍÎÅ ÕÎÇßÉÑÒÂÎ

ÎÁÙÅÑÒÂÎ
?

η ~K

?

s~c~x
6

η~p ~K

�

6
~c~x

�

Ïî òåîðåìå 1, åñëè Ç. Ë. Ï. (2.10) è Ç. Ë. Ï. (2.11) èìåþò ðåøåíèÿ, òî

πη = sR. (2.12)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.10) è Ç. Ë. Ï. (2.11)

s(R− ~c~x) = 0; (2.13)

η(π − ~p ~K) = 0 (2.14)
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〈~p, ~x− A~x− η ~K〉 = 0

Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.12) � (2.14) îñíîâíîé ôèíàíñîâûé áàëàíñ èìååò âèä:

η~p ~K = s~c~x.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü çàìêíóòîé ýêîíîìèêè êàïèòàëèñòè÷åñêîãî ãîñó-
äàðñòâà ñõåìàòè÷íî îïèñûâàåò ýêîíîìèêó åâðîïåéñêèõ ñòðàí ïåðâîé ïîëîâèíû
XIX-ãî âåêà.

Ïðèìåð 3. ¾Èíäóñòðèàëèçàöèÿ¿. Ïðîìûøëåííàÿ ðåâîëþöèÿ âòîðîé ïî-
ëîâèíû XIX-ãî âåêà ïðèâåëà ê ÷àñòè÷íîìó çàìåùåíèþ ÷åëîâå÷åñêîãî òðóäà ìå-
õàíè÷åñêèì, â ñèëó ÷åãî â ïðîèçâîäñòâå âîçíèê íîâûé ëèìèòèðóþùèé ôàêòîð
� îáúåì îñíîâíûõ ôîíäîâ Φ. Òàêèì îáðàçîì, â îïèñàííîé â ïðèìåðå 2 ìîäå-
ëè, ê îãðàíè÷åíèÿì ïî òðóäîâûì ðåñóðñàì äîáàâëÿåòñÿ íîâûé âèä îãðàíè÷åíèé
� îãðàíè÷åíèÿ ïî îñíîâíûì ôîíäàì. Ïóñòü ~b = (b1, . . . , bn) � âåêòîð ôîíäîåì-
êîñòåé, ãäå bi åñòü êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ ôîíäîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîèçâîäñòâà
åäèíèöû ïðîäóêöèè â i-é îòðàñëè, òîãäà îãðàíè÷åíèÿ ïî îñíîâíûì ôîíäàì èìååò
âèä

~b~x 6 Φ.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè óðîâíÿ æèçíè ïðèíèìàåò âèä

πη → max

~x > A~x+ η ~K |~p > 0

~c~x 6 R |s > 0

~b~x 6 Φ |r > 0

η > 0

(2.15)

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ê Ç. Ë. Ï. (2.15) çàäà÷ó. Ïðèïèøåì ê îãðàíè÷åíè-
ÿì äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå ñ ó÷åòîì òèïà îãðàíè÷åíèé. Êàê è ðàíüøå ~p > 0,
s > 0 � âåêòîð öåí íà ïðîèçâîäèìóþ ïðîäóêöèþ è åäèíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëà-
òû ñîîòâåòñòâåííî. Íîâàÿ äâîéñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ê îãðàíè÷åíèþ ïî îñíîâíûì
ôîíäàì r > 0 � àðåíäíàÿ ïëàòà çà ýêñïëóàòàöèþ îñíîâíûõ ôîíäîâ. Ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.15) èìååò âèä

L (~x, η, ~p, s, r) = πη + 〈~p, ~x− A~x− η ~K〉+ s(R− ~c~x) + r(Φ−~b~x).

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

L (~x, η, ~p, s, r) = sR + rΦ + 〈~x, ~p− AT~p− s~c− r~b〉+ η(π − ~p ~K).
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Òàêèì îáðàçîì, ñàìà äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.15) çàäà÷à èìååò âèä:

sR + rΦ→ min

~p = AT~p+ s~c+ r~b

~c~x 6 R

~p ~K > π

s > 0

r > 0

(2.16)

Ïîâòîðÿÿ öåïî÷êó ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííóþ â ïðèìåðå 1, ïîëó÷àåì èç ïðî-
äóêòèâíîñòè ìàòðèöû A è îãðàíè÷åíèÿ íà öåíû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å

~p = s(E − AT)−1~c+ r(E − AT)−1~b.

Òàêèì îáðàçîì, â Ç. Ë. Ï. (2.16) îãðàíè÷åíèå ~p > 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Ââåäåì âåêòîð ïîëíûõ ôîíäîåìêîñòåé ~b∗ = (E −AT)−1~b. Òîãäà îñíîâíîå ñîîò-

íîøåíèå òðóäîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè ïðèìåò âèä

~p = s~c∗ + r~b∗.

Ñîãëàñíî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïðÿ-
ìîé (2.15) è äâîéñòâåííîé (2.16) çàäà÷ ñîâïàäàþò:

πη = sR + rΦ.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

s(R− ~c~x) = 0;

〈~p, ~x− A~x− η ~K〉 = 0;

η(π − ~p ~K) = 0

r(Φ−~b~x) = 0.

ïîëó÷èì îñíîâíîé ôèíàíñîâûé áàëàíñ

η~p ~K = πη = sR + rΦ = s~c~x+ r~b~x (2.17)

� ñóììàðíûå äîõîäû íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ðàâíû ñóììàðíûì ðàñõîäàì. Ðàññìîò-
ðèì ñõåìó ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ:

ÍÀÐÎÄÍÎÅ ÕÎÇßÉÑÒÂÎ

Ñîáñòâåííèêè ÎÁÙÅÑÒÂÎ Òðóäÿùèåñÿ
?

r~b~x

�

?

η ~K

-

?

s~c~x

6
~b~x

6

η~p ~K

6

~c~x
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Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêíîâåíèå îñíîâíûõ ôîíäîâ ôàêòè÷åñêè ïðèâåëî ê ðàçäåëå-
íèþ îáùåñòâà íà äâà êëàññà � êëàññ ñîáñòâåííèêîâ è êëàññ òðóäÿùèõñÿ. Ñîáñòâåí-
íèêè ïîñòàâëÿþò íàðîäíîìó õîçÿéñòâó îñíîâíûå ôîíäû, à òðóäÿùèåñÿ � ðàáî÷óþ
ñèëó. Îäíàêî îáðàòíûé ïîòîê ïðîäóêòà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå îêàçûâàåòñÿ
íå ðàñïðåäåëåííûì ìåæäó êëàññàìè îáùåñòâà (ñì. (2.17)). Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî íåóñòîé÷èâîé è íå ìîæåò ïðîñóùåñòâîâàòü äîëãî. ×òî íóæíî
èçìåíèòü â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ÷òîáû ðàçäåëèòü ôèíàíñîâûé ïîòîê ðåãóëÿðíûì
îáðàçîì? Åñòü äâà âàðèàíòà: ïåðâûé, íàèáîëåå ðåàëèñòè÷íûé, � ýêîíîìîîáðàçî-
âàòåëåì ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííèêè. Âòîðîé âàðèàíò ñîîòâòåñòâóåò èäåÿì àíàðõèçìà
� òðóäÿùèåñÿ áåðóò îðãàíèçàöèþ ýêîíîìèêè â ñâîè ðóêè. Óòîïè÷íîñòü è íåñîñòî-
ÿòåëüíîñòü ïîñëåäíåãî ïîäòâåðæäàåò ïðèìåð ìàõíîâùèíû2.

Ïðèìåð 4. ¾Èíäóñòðèàëüíûé êàïèòàëèçì¿. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ðå-
àëèñòè÷íîãî ñöåíàðèÿ ðàçðåøåíèÿ ìåæêëàññîâîãî êîíôëèêòà â ïðèìåðå 3 � ñîá-
ñòâåííèêè ïðîèçâîäñòâà, âëàäåþùèå êàïèòàëîì ÿâëÿþòñÿ îðãàíèçàòîðàìè ýêîíî-
ìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ñ óñîâåðøåíñòâîâàíèåì òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ, óñëîæíÿ-
åòñÿ èõ ýêñïëóàòàöèÿ è ó ñîáñòâåííèêîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â êâàëèôèöè-
ðîâàííûõ òðóäîâûõ ðåñóðñàõ äëÿ ïîñòîÿííîãî îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ.
Ñîáñòâåííèê çàèíòåðåñîâàí â ìàêñèìèçàöèè ñâîåãî óðîâíÿ æèçíè, êîòîðûé èçìå-
ðÿåòñÿ ñòðóêòóðîé åãî ïîòðåáëåíèÿ ~K = (K1, . . . , Kn). Êâàëèôèöèðîâàííûé òðóä
âûòåñíÿåò íåêâàëèôèöèðîâàííûé â êîíêóðåíòíîé áîðüáå. Òàêèì îáðàçîì, ñîâî-
êóïíûé íåêâàëèôèöèðîâàííûé òðóä R, çàíÿòûé â ïðîèçâîäñòâå, ÿâëÿåòñÿ óæå
íå ýêçîãåííîé ïîñòîÿííîé, à ýíäîãåííîé ïåðåìåííîé çàäà÷è. Ðåàëüíàÿ çàðàáîòíàÿ
ïëàòà ñòàíîâèòñÿ îñíîâîîáðàçóþùèì ôàêòîðîì ñòðóêòóðû ïîòðåáëåíèÿ òðóäÿ-
ùèõñÿ ~γ = (γ1, . . . , γn), âîîáùå ãîâîðÿ îòëè÷àþùåéñÿ îò ~K. Ó÷èòûâàÿ âñå ýòè
èçìåíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè (îãðàíè÷åíèå ~x > 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû A):

πη → max

~x > A~x+ η ~K +R~γ |~p > 0

~c~x 6 R |s > 0

~b~x 6 Φ |r > 0

η > 0

R > 0

(2.18)

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ê Ç. Ë. Ï. (2.18) çàäà÷ó. Ïðèïèøåì äâîéñòâåíûå ïåðå-

2Ìàõíîâùèíà � òåððèòîðèÿ Óêðàèíû â 1919-1921 ãã., íà êîòîðîé ïûòàëèñü ñîçäàòü àíàðõè÷åñêîå îáùåñòâî
íà âîëíå êðåñòüÿíñêîãî äâèæåíèÿ, âîçãëàâëÿåìîãî Íåñòîðîì Ìàõíî. Ïðè÷èíîé ïîðàæåíèÿ ìàõíîâöåâ ñòàëè
íåêîìïåòåíòíîñòü ðàáî÷èõ è êðåñòüÿí â äåëàõ ñàìîóïðàâëåíèÿ è íåæåëàíèå âåäåíèÿ äîëãîñðî÷íîé âîéíû ñ
áîëüøåâèêàìè. Ïîýòîìó, êîãäà ïîñëåäíèå ÷àñòè÷íî ïîøëè íà óñòóïêè (îñëàáèëè ðåïðåññèè è ïåðåñòàëè îòáèðàòü
ó êðåñòüÿí ïðîèçâåäåííóþ ïðîäóêöèþ (1921 ã.)), áîëüøèíñòâî ìàõíîâöåâ îòêàçàëîñü îò èäåè ñàìîóïðàâëåíèÿ
÷åðåç íàðîäíûå ñîáðàíèÿ è ïîêèíóëè ðÿäû ñâîåãî ïîëåâîãî êîìàíäèðà.
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ìåííûå ê îãðàíè÷åíèÿì ñ ó÷åòîì èõ òèïà. Çäåñü îíè òàêèå æå, êàê è â ïðèìåðå 3:
~p > 0, s > 0, r > 0 � âåêòîð öåí, åäèíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû è àðåíäíàÿ
ïëàòà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.18):

L (~x, η, R, ~p, s, r) = πη + 〈~p, ~x− A~x− η ~K −Rγ〉+ s(R− ~c~x) + r(Φ−~b~x).

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

L (~x, η, R, ~p, s, r) = rΦ + 〈~x, ~p− AT~p− s~c− r~b〉+ η(π − ~p ~K) +R(s− ~p~γ).

Â èòîãå, ñàìà äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.18) çàäà÷à èìååò âèä:

rΦ→ min

~p = AT~p+ s~c+ r~b

~p ~K > π

~p~γ > s

s > 0

r > 0

(2.19)

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ â ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àõ ñîâ-
ïàäàþò:

πη = rΦ. (2.20)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

〈~p, ~x− A~x− η ~K −Rγ〉 = 0;

s(R− ~c~x) = 0; (2.21)

η(π − ~p ~K) = 0; (2.22)

r(Φ−~b~x) = 0; (2.23)

R(s− ~p~γ) = 0. (2.24)

ò. å. ôèíàíñîâûå ïîòîêè ðàñùåïèëèñü è ìû ìîæåì íàïèñàòü áàëàíñû ðàñõîäîâ
è äîõîäîâ äëÿ ñîáñòâåííèêîâ

r~b~x
(2.23)
= rΦ

(2.20)
= πη

(2.22)
= η~p ~K,

è äëÿ òðóäÿùèõñÿ

s~c~x
(2.21)
= sR

(2.24)
= R~p~γ.

Îñíîâíîé æå ôèíàíñîâûé áàëàíñ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ïðèìåò âèä

r~b~x+ s~c~x = η~p ~K +R~p~γ.
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Ðàñïðåäåëåíèå ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ÍÀÐÎÄÍÎÅ ÕÎÇßÉÑÒÂÎ

Ñîáñòâåííèêè Òðóäÿùèåñÿ

-

? ?

�

?

r~b~x

�

?

η ~K

?

R~γ

-

?

s~c~x

6
~b~x

?

η~p ~K

?

R~p~γ

6

~c~x

6

� -

6

Èç îãðàíè÷åíèÿ íà öåíû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å, ñ ó÷åòîì ñòàðûõ îáîçíà÷åíèé
(~c∗ = (E − AT)−1~c � âåêòîð ïîëíûõ òðóäîåìêîñòåé, ~b∗ = (E − AT)−1~b � âåêòîð
ïîëíûõ ôîíäîåìêîñòåé), ïîëó÷àåì

~p = s~c∗ + r~b∗. (2.25)

Íåîòðèöàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ~b∗ è ~c∗ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðîäóêòèâ-
íîñòè ñèñòåìû (â òîì ïëàíå, ÷òî âåêòîð âàëîâûõ âûïóñêîâ ~x > 0, ~x 6= 0). Êðîìå
òîãî, ïî óñëîâèþ, âåêòîð òðóäîåìêîñòåé ~c > 0 (ñì. ïðèìåð 1). Òîãäà èç îãðàíè÷å-
íèÿ ~c~x 6 R ñëåäóåò, ÷òî R > 0. À ýòî, ñ ó÷åòîì (2.24), ïðèâîäèò ê

s = ~p~γ.

Äîìíîæèâ (2.25) ñêàëÿðíî íà ~γ, ïîëó÷èì

s = s〈~c∗, ~γ〉+ r〈~b∗, ~γ〉,

îòêóäà

r = s
1− 〈~c∗, ~γ〉
〈~b∗, ~γ〉

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàåò åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû.
Ïðè íàëè÷èè îñíîâíûõ ôîíäîâ (Φ > 0) ñòàâêà àðåíäíîé ïëàòû r çà ïîëüçîâàíèå
ôîíäàìè áîëüøå íóëÿ, åñëè çàòðàòû òðóäà íà âîçîáíîâëåíèå åäèíèöû ðàáî÷åé
ñèëû íå ïðåâîñõîäÿò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ýòîé åäèíèöû, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

1 > 〈~c∗, ~γ〉,
òàêæå íàçûâàåìîå óñëîâèåì ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè. Åñëè ~γ ñëèøêîì
áîëüøîå, ïðîèñõîäèò lockout. Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå òðóäîâîé òåîðèè ñòîèìîñòè
ìîäèôèöèðîâàëîñü:

~p = s

(
~c∗ +

1− 〈~c∗, ~γ〉
〈~b∗, ~γ〉

~b∗

)
.
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×òî èçìåíèëîñü â 00-õ îòíîñèòåëüíî 90-õ? Ïîñëå 90-õ ~γ áûëî î÷åíü çàâûøåíî,
÷òî ïðèâåëî ê ãèïåðèíôëÿöèè. Ê íà÷àëó 00-õ óñïåë ñôîðìèðîâàòüñÿ ïîòðåáèòåëü-
ñêèé ðûíîê è ðåçêî óïàë óðîâåíü æèçíè. Êàê ñëåäñòâèå, óïàëî è ~γ, ïîñëå ÷åãî
èíôëÿöèÿ ñòàáèëèçèðîâàëàñü (îêîëî 7% ÂÂÏ â ãîä).

Ïðèìåð 5. ¾Íåîêîëîíèàëüíàÿ ýêîíîìèêà¿. Ëèáåðàëèçàöèÿ ïîñëå ðàñ-
ïàäà ÑÑÑÐ ïðèâåëà ê ðàññëîåíèþ îáùåñòâà, â òîì ÷èñëå âûäåëèëñÿ ñëîé
ýêñïîðòíî-èìïîðòíîé äîõîäíîñòè. Îðãàíèçàòîðû ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè áû-
ëè çàèíòåðåñîâàíû â çàðàáàòûâàíèè äåíåã, êîòîðûå íàìåðåâàëèñü òðàòèòü çà ðóáå-
æîì. Òàêèì îáðàçîì, âåñü ïðîäóêò, íå çàäåéñòâîâàííûé â ïðîèçâîäñòâå è â ðàñïðå-
äåëåíèè ìåæäó ÷ëåíàìè ïðèâèëåãèðîâàííîãî êëàññà ñîáñòâåííèêîâ, âûâîçèëñÿ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðèìåð, ñõåìàòè÷íî îïèñûâàþùèé ñèòóàöèþ âûøå. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ~π = (π1, . . . , πn) > 0 � âåêòîð ìèðîâûõ öåí íà ýêñïîðòèðóåìûå è èì-
ïîðòèðóåìûå òîâàðû, à ÷åðåç ~ω = (ω1, . . . , ωn) � ñàëüäî ýêñïîðòà è èìïîðòà. Ïðè-
áûëü îò ýêñïîðòíî-èìïîðòíûõ îïåðàöèé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé ~π~ω. Êàê
è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðåííå ïîòðåáëåíèå ïðîäóê-
òà (ñ ó÷åòîì èìïîðòà) îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìïëåêòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ñòðóêòóðîé
~γ = (γ1, . . . , γn) > 0.. Òàêèì îáðàçîì, íà êîíå÷íîå ïîòðåáëåíèå ðàñõîäóåòñÿ ïðî-
èçâåäåííûé âíóòðè ñòðàíû è èìïîðòèðîâàííûé ïðîäóêò â îáúåìå R~γ, ãäå R > 0
� ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî òðóäîâûõ ðåñóðñîâ â ñèñòåìå. Âåñü íåðàñïðåäåëåííûé
ïðîäóêò ýêñïîðòèðóåòñÿ. Ïðàâÿùàÿ ýëèòà çàèíòåðåñîâàíà â ìàêñèìàëüíîì âûâîçå
êàïèòàëà. Òî åñòü, ïåðåä íèìè ñòîÿëà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè âàëþòíîé
âûðó÷êè 

~π~ω → max

~x = A~x+R~γ + ~ω |~p
~c~x 6 R |s > 0

~b~x 6 Φ |r > 0

R > 0

~x > 0

(2.26)

Ïðèïèøåì äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.26) â ñîîòâåòñòâèè
ñ èõ òèïîì. Çäåñü, êàê è ðàíåå, ~p � âåêòîð öåí íà ïðîèçâîäèìóþ ïðîäóêöèþ, s > 0
� ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû, r > 0 � àðåíäíàÿ ïëàòà çà ïîëüçîâàíèå îñíîâíûìè
ôîíäàìè. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.26) èìååò âèä

L (~x,R, ~ω, ~p, s, r) = ~π~ω + 〈~p, ~x− A~x−R~γ − ~ω〉+ s(R− ~c~x) + r(Φ−~b~x).

Ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ äàåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé ê
Ç. Ë. Ï. (2.26) çàäà÷è

L (~x,R, ~ω, ~p, s, r) = rΦ + 〈~x, ~p− AT~p− s~c− r~b〉+R(~c− ~p~γ) + 〈~ω, ~π − ~p〉.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.26) çàäà÷à èìååò âèä

rΦ→ min

~p 6 AT~p+ s~c+ r~b

~p~γ > s

~p = ~π

r > 0

s > 0

(2.27)

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ñîâìåñòíà ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ òðàí-
çàêöèîííûõ èçäåðæåê (ò. å. ìèðîâûå è âíóòðåííèå öåíû ñîâïàäàþò ~p = ~π). Ñ
ó÷åòîì ýòîãî, îãðàíè÷åíèå ~p 6 AT~p+ s~c+ r~b ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìèðîâûõ öåíàõ

~π 6 AT~π + s~c+ r~b. (2.28)

Êàê è â ïðèìåðå 4, óñëîâèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû îçíà÷àåò íåíóëåâîé âûïóñê
õîòÿ áû îäíîãî òîâàðà èç íîìåíêëàòóðû ~x > 0, ~x 6= 0. Ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëü-
íîñòè âåêòîðà òðóäîåìêîñòåé ~c > 0 èç îãðàíè÷åíèÿ ~c~x 6 R ïîëó÷èì, ÷òî R > 0.
Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

s = ~π~γ,

è, ñîãëàñíî (2.28), èìååì
~π 6 AT~π + 〈~π,~γ〉~c+ r~b. (2.29)

Ó÷èòûâàÿ(2.29), èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

〈~x, ~π − AT~π − s~c− r~b〉 = 0

ïîëó÷èì
πi 6 [AT~π]i + 〈~π,~γ〉ci + rbi, i = 1, n.

ïðè÷åì äëÿ âñåõ i òàêèõ, ÷òî xi > 0 âûïîëíåíî

πi = [AT~π]i + 〈~π,~γ〉ci + rbi

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè íåíóëåâîãî îáúåìà ïðîèçâîäñòâà õîòÿ áû îäíîãî ïðî-
äóêòà ~x > 0, ~x 6= 0

r = max
i

πi − [AT~π]i − 〈~π,~γ〉ci
bi

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ýêîíîìè÷åñêîé ïðî-
äóêòèâíîñòè ñèñòåìû, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåíòàáåëüíîñòü ïðî-
èçâîäñòâà â ìèðîâûõ öåíàõ

max
i

(
πi − [AT~π]i − 〈~π,~γ〉ci

)
> 0.
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Óñëîâèå ðåíòàáåëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà â ìèðîâûõ öåíàõ îçíà÷àåò, ÷òî ýêîíîìè÷å-
ñêè îïðàâäàííûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäñòâî òîëüêî ïðèáûëüíîé íà âíåøíåì ðûíêå
ãðóïïû òîâàðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî îòáîð òàêîé ãðóïïû òîâàðîâ óæå íàáëþäàëñÿ â
ïðèìåðå 1, îïèñûâàþùåì êîëîíèàëüíóþ ýêîíîìèêó äîèíäóñòðèàëüíîé ýïîõè. Òà-
êèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ðàçâèòóþ ïðîìûøëåííîñòü, â ïðèìåðå 5 ïðîèñõîäèò
âîçâðàò ê ïðàâèëàì ýêîíîìè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, õàðàêòåðíûì äëÿ ãîñóäàðñòâ
ñ àãðàðíî-ñûðüåâîé îðèåíòàöèåé ýêîíîìèêè äî èíäóñòðèàëüíîãî ïåðèîäà.

Âñå ïÿòü ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì âóëüãàðíîé êèíåòè÷å-
ñêîé òåîðèè3. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì íå
âñåãäà ìîæåò â äîñòàòî÷íîé ìåðå îïèñàòü âñå ìåõàíèçìû âçàèìîäåéñòâèé, ïðîèñ-
õîäÿùèõ ìåæäó àãåíòàìè ðåàëüíîé ñèñòåìû. Âçÿòü, íàïðèìåð, êëàññ îëèãàðõîâ,
ïîÿâèâøèéñÿ ïðè ðàñïàäå ÑÑÑÐ è òàê æå áûñòðî ¾èñ÷åçíóâøèé¿. Èçíà÷àëüíî
îëèãàðõ ôîðìèðîâàë ïðàâèëà ýêîíîìè÷åñêîé èãðû óäîáíûì åìó îáðàçîì è äîñòè-
ãàë ïîñòàâëåííûõ öåëåé çà ñ÷åò íåïðîçðà÷íûõ îòíîøåíèé ñ âëàñòüþ. Ïîÿâëåíèå
òàêîãî êëàññà ïðèâåëî ê êîíöåíòðàöèè ñîáñòâåííîñòè è äîõîäîâ â óçêîì êðóãó
ëþäåé. Îíè îáëàäàëè á�îëüøèìè ïðàâàìè íà ñîáñòâåííîñòü, ÷åì ñîáñòâåííèêè äî
90-õ ãîäîâ, îäíàêî íå âñåìè, êîòîðûìè õîòåëîñü. Æåëàíèå ðàñøèðèòü ñâîä ïðàâ
óíè÷òîæèëî îëèãàðõîâ êàê êëàññ, òàê êàê îíî ïðèâåëî ê ïðîçðà÷íûì îòíîøåíèÿì
ñ âëàñòüþ. Ýòà ñèòóàöèÿ íå áûëà ïðîìîäåëèðîâàíà.

2.3 Äåêîìïîçèöèîííûå ñâîéñòâà öåí è ìíîæèòå-

ëåé Ëàãðàíæà.

Ïîòðåáèòåëü, ðåøàÿ ÷òî åìó êóïèòü, äîâîëüñòâóåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé èíôîðìà-
öèåé î òîâàðå, è ÷àùå âñåãî îðèåíòèðóåòñÿ ëèøü íà öåíû. Ýêîíîìè÷åñêàÿ æèçíü
òàê óñòðîåíà (ïî÷åìó? � äðóãîé âîïðîñ), ÷òî öåíû õîðîøî äåêîìïîçèðóþò.

Íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåêîìïîçèöèîííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìè-
çàöèè � ýòî îòäåëüíàÿ òåìà, äîñòîéíàÿ âíèìàíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü
äåêîìïîçèöèîííûå ñâîéñòâà öåí è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùå-
ãî ïðèìåðà âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì.

Ïóñòü t = 1, . . . ,m îáîçíà÷àåò ðåãèîíû. Òîãäà
~x(t) � âåêòîð âàëîâûõ âûïóñêîâ â ðåãèîíå t;
~ω(t) � âåêòîð êîíå÷íûõ âûïóñêîâ â ðåãèîíå t;
η(t) � óðîâåíü æèçíè â ðåãèîíå t;
A(t) � ìàòðèöà Ëåîíòüåâà ïðÿìûõ çàòðàò â ðåãèîíå t;
~b(t) � âåêòîð ôîíäîåìêîñòåé â ðåãèîíå t;
~c(t) � âåêòîð ðåñóðñîåìêîñòåé â ðåãèîíå t;

3Âóëüãàðíàÿ êèíòåè÷åñêàÿ òåîðèÿ � òåîðèÿ, áåðóùàÿ íà÷àëî â XIX-ì âåêå, êà÷åñòâåííî îáúÿñíÿþùàÿ ìåõà-
íèçìû îáùåñòâåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, öåëüþ êîòîðîé áûëà àïîëîãèÿ ïðîäâèãàåìîãî áóðæóàçèåé
êàïèòàëèçìà.

66



~K(t) � ñòðóêòóðà ïîòðåáëåíèÿ â ðåãèîíå t;
Φ(t) � ñîâîêóïíûé îáúåì ôîíäîâ â ðåãèîíå t;
π(t) � ïðèîðèòåò (âàæíîñòü) ðåãèîíà t;
R � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ â ñèñòåìå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü îäèí çàêðåïëåííûé ïåðâè÷íûé ðåñóðñ (òèïà çàâîäîâ

è ïðî÷åé íåäâèæèìîñòè è ò. ä.) è ñâîáîäíûé ðåñóðñ (òèïà ýëåêòðîýíåðãèè, òðóäî-
âûõ ðåñóðñîâ4 è ò. ä.). Èìååì ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó (êàê è ðàíåå,
îãðàíè÷åíèå ~x(t) > 0, t = 1,m âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ïðîäóêòèâíîñòè
ìàòðèöû A(t)) 

m∑
t=1

π(t)η(t)→ max

~x(t) > A(t)~x(t) + η(t) ~K(t), t = 1,m |~p(t) > 0

~b(t)~x(t) 6 Φ(t), t = 1,m |r(t) > 0
m∑
t=1

~c(t)~x(t) 6 R |s > 0

η > 0

(2.30)

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó. Ïðèïèøåì ê îãðàíè÷åíèÿì ïðÿìîé çàäà÷è
(2.30) ñ ó÷åòîì èõ òèïà äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå: ~p(t) > 0 � âåêòîð öåí íà âíóò-
ðåííþþ ïðîäóêöèþ ðåãèîíà t, r(t) > 0 � ñòàâêà àðåíäíîé ïëàòû çà ïîëüçîâàíèå
ôîíäàìè â ðåãèîíå t, s > 0 � åäèíàÿ äëÿ âñåõ ðåãèîíîâ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.30) èìååò âèä

L
(
{~x(t), η(t) | t = 1, . . . ,m}, {~p(t), r(t) | t = 1, . . . ,m}, s

)
=

=
m∑
t=1

{
π(t)η(t) +

〈
~p(t), ~x(t)− A(t)~x(t)− η(t) ~K(t)

〉
+ r(t)

(
Φ(t)−~b(t)~x(t)

)}
+

+ s

(
R−

m∑
t=1

~c(t)~x(t)

)

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé ê

4Â ÑØÀ òðóä ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ðåñóðñîì, îäíàêî, ê ïðèìåðó, â Ôèíëÿíäèè ýòî íå òàê � â ýòîé ñòðàíå
òðóä ïðèâÿçàí ê ìåñòó.
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Ç. Ë. Ï. (2.30) çàäà÷è

L
(
{~x(t), η(t) | t = 1, . . . ,m}, {~p(t), r(t) | t = 1, . . . ,m}, s

)
=

= sR +
m∑
t=1

r(t)Φ(t)+

+
m∑
t=1

{〈
~x(t), ~p(t)− AT(t)~p(t)− r(t)~b(t)− s~c(t)

〉
+ η(t)

(
π(t)− ~p(t) ~K(t)

)}
.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.30) çàäà÷à èìååò âèä

sR +
m∑
t=1

r(t)Φ(t)→ min

~p(t) = AT(t)~p(t) + r(t)~b(t) + s~c(t), t = 1,m

~p(t) ~K(t) > π(t), t = 1,m

r(t) > 0, t = 1,m

s > 0

(2.31)

ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå ~p(t) > 0, t = 1,m îïÿòü æå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â
ñèëó ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû A.

Âûïèøåì óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè〈
~p(t), ~x(t)− A(t)~x(t)− η(t) ~K(t)

〉
= 0, t = 1,m; (2.32)

r(t)
(

Φ(t)−~b(t)~x(t)
)

= 0, t = 1,m; (2.33)

s

(
R−

m∑
t=1

~c(t)~x(t)

)
= 0;

η(t)
(
π(t)− ~p(t) ~K(t)

)
= 0, t = 1,m. (2.34)

Îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèå Ç. Ë. Ï. (2.30) ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíî íà m ïîä-
çàäà÷, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ âàæåí ïàðàìåòð s∗, îòâå÷àþùèé çà èíôîðìàöèþ
î çàðàáîòíîé ïëàòå â äðóãèõ ðåãèîíàõ (ðàâíîâåñíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû), è
íåïîñðåäñòâåííûå ïàðàìåòðû äàííîãî ðåãèîíà. Îá ýòîì ãîâîðèò ñëåäóþùåå ïðåä-
ëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {~x∗(t), η∗(t) | t = 1, . . . ,m} � ðåøåíèå Ç. Ë. Ï. (2.30),
à
(
{~p∗(t), r∗(t) | t = 1, . . . ,m}, s∗

)
� ðåøåíèå äâîéñòâåííîé Ç. Ë. Ï. (2.31), 1 6
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τ 6 m. Òîãäà (~x∗(τ), η∗(τ)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.35), à (~p∗(τ), r∗(τ))
� ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.36):

π(τ)η(τ)− s∗~c(τ)~x(τ)→ max

~x(τ) > A(τ)~x(τ) + η(τ) ~K(τ)

~b(τ)~x(τ) 6 Φ(τ)

η > 0

(2.35)


r(τ)Φ(τ)→ min

~p(τ) = AT(τ)~p(τ) + r(τ)~b(τ) + s∗~c(τ)

~p(τ) ~K(τ) > π(τ)

r(τ) > 0

(2.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïðÿìîé (2.35) è äâîéñòâåííîé
(2.36) çàäà÷:

L (~x(τ), η(τ), ~p(τ), r(τ)) = π(τ)η(τ)− s∗~c(τ)~x(τ)+

+
〈
~p(τ), ~x(τ)− A~x(τ)− η(τ) ~K(τ)

〉
+ r(τ)

(
Φ(τ)−~b(τ)~x(τ)

)
=

= r(τ)Φ(τ)+

+
〈
~x(τ), ~p(τ)− AT(τ)~p(τ)− s∗~c(τ)− r(τ)~b(τ)

〉
+ η(τ)

(
π(τ)− ~p(τ) ~K(τ)

)
.

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò ñ (2.32), (2.33) è
(2.34) òîëüêî ïðè t = τ . Äàëåå ïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå
óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (òåîðåìà 2). Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (2.35) âû-
ïîëíÿþòñÿ, ò. ê. âçÿòû èç çàäà÷è (2.30); â çàäà÷å (2.36) âûïîëíÿþòñÿ, ò. ê. âçÿòû
èç çàäà÷è (2.31). Çíà÷èò, â ñèëó äîñòàòî÷íîñòè, (~x∗(τ), η∗(τ)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
Ç. Ë. Ï. (2.35), à (~p∗(τ), r∗(τ)) � ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.36). �

Ïîïðîáóåì îáðàòèòü ïðåäëîæåíèå 2. Äîïóñòèì, s∗ óãàäàíî ïðàâèëüíî. Ðåøèì
äëÿ êàæäîãî τ = 1, . . . ,m çàäà÷è (2.35) è (2.36) è çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, áóäåò ëè
ñîâîêóïíîå ðåøåíèå èç τ ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.30)? Îêàçûâàåòñÿ ðåøå-
íèå Ç. Ë. Ï. â äàííûõ óñëîâèÿõ íå åäèíñòâåííî (íåëüçÿ øåâåëèòü óñëîâèÿ, íå
òåðÿÿ ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà). Òàê âîçíèêàåò ïðîáëåìà êîîðäèíàöèè � íå èç
âñåõ ðåøåíèé ëîêàëüíûõ çàäà÷ ìîæíî ñîñòàâèòü ðåøåíèå ãëîáàëüíîé çàäà÷è.

À ÷òî ïðîèñõîäèò â ðåàëüíîé æèçíè? Ëèáåðàëû ñêàæóò, ÷òî ðûíîê ðàññòàâèò
âñå òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåøåíèå áóäåò åäèíñòâåííî. Îäíàêî, ýòî îøèáî÷íàÿ òî÷êà
çðåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðûíîê õëåáà. Â íåì ó êàæäîãî ðåãèîíà ñóùåñòâó-
þò ñâîè óðîæàè è ñâîè ïåêàðíè. Òåì íå ìåíåå, äâèæåíèå õëåáà ïî ñòðàíå èìååò
ìåñòî áûòü. Ýòî ðåøàåòñÿ òîëüêî ðûíêîì? Íåò. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
òîðãîâûõ äîìîâ, êîòîðàÿ êîîðäèíèðóåò ïîñòàâêè õëåáà ïî ðåãèîíàì.
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2.4 Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè íîâûõ òåõíîëîãèé.

Ìîäèôèöèðóåì èìåþùóþñÿ ìîäåëü òàê, ÷òîáû ðàçíûå îòðàñëè ìîãëè êîíêó-
ðèðîâàòü ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì îäèí è òîò æå ïðîäóêò ìîã âûïóñêàòüñÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ òåõíîëîãèé.

Èòàê, ïóñòü n � ÷èñëî âèäîâ ïðîäóêòîâ, m � ÷èñëî òåõíîëîãèé. Ýòî çíà÷èò,
÷òî òåïåðü êàæäàÿ òåõíîëîãèÿ âûïóñêàåò íå óíèêàëüíûé ïðîäóêò. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç ~x = (x1, . . . , xm) èíòåíñèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèé. Ïóñòü
G ∈ Rn×m � ìàòðèöà âûïóñêîâ, òîãäà G~x � âåêòîð îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà.
A ∈ Rn×m � ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò, A~x � âåêòîð ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò. Âñå
îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ îñòàâèì òåìè æå, ÷òî è â ïðèìåðàõ ðàíåå (ñì. ïðèìåð 3).
Òîãäà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à:

πη → max

G~x > A~x+ η ~K |~p > 0

~c~x 6 R |s > 0

~b~x 6 Φ |r > 0

η > 0

~x > 0

(2.37)

Ââåäåì íîâóþ òåõíîëîãèþ (~gí,~aí, bí, cí) õàðàêòåðèçóþùóþñÿ ñâîåé èíòåíñèâ-
íîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ xí. Çàäà÷à (2.37) ìîäèôèöèðóåòñÿ â ñëåäóþùóþ:

πη → max

G~x+ xí~gí > A~x+ xí~aí + η ~K

~c~x+ cíxí 6 R

~b~x+ bíxí 6 Φ

η > 0

~x > 0

xí > 0

(2.38)

ãäå A~x + xí~aí + η ~K åñòü ñîâîêóïíûé ñïðîñ äîìàøíèõ õîçÿéñòâ íà òåõíîëîãèè,
âêëþ÷àÿ íîâóþ.

ßñíî, ÷òî â çàäà÷å (2.38) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ìåíüøå, ÷åì â
çàäà÷å (2.37) áûòü íå ìîæåò.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íîâàÿ òåõíîëîãèÿ (~gí,~aí, bí, cí) íåýô-
ôåêòèâíà, åñëè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ â Ç. Ë. Ï. (2.37) è â
Ç. Ë. Ï. (2.38) ðàâíû.

Ïðèïèøåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ê îãðàíè÷åíèÿì Ç. Ë. Ï. (2.37) ñ ó ÷åòîì èõ
òèïà: ~p > 0 � öåíû òîâàðîâ, s > 0 � åäèíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû, r > 0 �
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àðåíäíàÿ ïëàòà çà ïîëüçîâàíèå ôîíäàìè. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.37)
èìååò âèä

L (~x, η, ~p, r, s) = πη + 〈~p,G~x− A~x− η ~K〉+ r(Φ−~b~x) + s(R− ~c~x)

ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ äâîéñòâåííîé ê
(2.37) çàäà÷è:

L (~x, η, ~p, r, s) = rΦ + sR + 〈~x,GT~p− AT~p− r~b− s~c〉+ η(π − ~p ~K).

Òåïåðü âûïèøåì äâîéñòâåííóþ ê Ç. Ë. Ï. (2.37) çàäà÷ó

rΦ + sR→ min

GT~p 6 AT~p+ r~b+ s~c

~p ~K > π

~p > 0

r > 0

s > 0

(2.39)

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íîâàÿ òåõíîëîãèÿ (~gí,~aí, bí, cí) áûëà íåýô-
ôåêòèâíà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå (~p, r, s)
Ç. Ë. Ï. (2.39) òàêîå, ÷òî

~gí~p 6 ~aí~p+ rbí + scí. (2.40)

Çàìå÷àíèå. Ìû èíòåðïðåòèðóåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà êàê öåíû, ïîýòîìó
ïîä ~gí~p ïîíèìàåòñÿ ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè ïðè åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè íîâîé
òåõíîëîãèè. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íåýôôåêòèâíîñòè íîâîé òåõíîëîãèè (2.40)
åñòü ïðåâûøåíèå çàòðàò íàä ñòîèìîñòüþ ïðîäóêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê ðàñøèðåííîé çàäà÷å (2.38):

rΦ + sR→ min

GT~p 6 AT~p+ r~b+ s~c

~gí~p 6 ~aí~p+ rbí + scí

~p ~K > π

~p > 0

r > 0

s > 0

(2.41)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé äâîéñòâåííîñòè (òåîðåìîé 1), ñîãëàñíî êîòîðîé
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Ç. Ë. Ï. (2.37) ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
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ôóíêöèîíàëà Ç. Ë. Ï. (2.39), è îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Ç. Ë. Ï. (2.38)
ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà Ç. Ë. Ï. (2.41).

Äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè è äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ðåøåíèå Ç. Ë. Ï. (2.41). Îíî ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â

Ç. Ë. Ï. (2.39) è âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (2.40).
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òåõíîëîãèÿ íåýôôåêòèâíà. Òîãäà îïòèìàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ôóííêöèîíàëîâ Ç. Ë. Ï. (2.39) è Ç. Ë. Ï. (2.41) ðàâíû, è ñîîòâåòñòâåííî
âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (2.40). �

Âîïðîñ âëèÿíèÿ íîâûõ òåõíîëîãèé íà ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó áûë îäíèì èç
îáñóæäàåìûõ â íàó÷íûõ êðóãàõ ñ íà÷àëà XX-ãî âåêà. É. Øóìïåòåð ïðèäåðæè-
âàëñÿ ëèáåðàëèñòè÷åñêèõ âçãëÿäîâ â ýêîíîìèêå (ñ÷èòàë âëèÿíèå ãîñóäàðñòâà íà
ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû è òåõíîëîãèè òëåòâîðíûì), îòíîñèëñÿ ê ïîñëåäîâàòåëÿì
òåîðèè äèíàìèêè öèêëîâ Êîíäðàòüåâà5, è áûë îäíèì èç ïåðâûõ, êòî ïðåäëîæèë
êîíöåïöèþ òåõíîëîãè÷åñêèõ óêëàäîâ, îïèñàíèå êîòîðûõ äàâàëî ïîíèìàíèå äîëãî-
ñðî÷íûõ ïðîöåññîâ. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ïîäõîäà ñòàëî çàÿâëåíèå î òîì,
÷òî îòêðûòèÿ, â íåêîòîðîì ðîäå, âîçíèêàþò ñàìè ïî ñåáå, è âíåäðÿþòñÿ îíè êàê
ðàç íà ñìåíó íîâûõ òåõíîëîãèé.

Çàìå÷àíèå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîäîáíîãî ðîäà çà-
äà÷ íå åäèíñòâåííî � ðåøåíèå çàäà÷è (2.39) ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (2.40) � ïî-
ëóïðîñòðàíñòâó.
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Îäíàêî, â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ åùå îäíîé íîâîé òåõíîëîãèè äîáàâèòñÿ åùå îäíî
îãðàíè÷åíèå, è, òàêèì îáðàçîì, äâå òåõíîëîãèè ìîãóò áûòü ïî îòäåëüíîñòè íåýô-
ôåêòèâíûìè, à â êîìáèíàöèè îáðàçîâûâàòü ýôôåêòèâíóþ òåõíîëîãèþ (ñì. ðèñ.).

2.5 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà â ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.

Êîíå÷íî æå çäåñü èìååòñÿ â âèäó ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðûé
ìîæíî ðàñöåíèâàòü êàê ïðèíöèï âðåìåíí�îé äåêîìïîçèöèè (ðàçáèâàíèå ðåøåíèÿ

5Í. Êîíäðàòüåâ (1920 ã.) ñêëåèë 250 ëåò ñòàòèñòèêè ìèðîâîé ýêîíîìèêè, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå ýêîíîìè÷å-
ñêèõ è ïîëèòè÷åñêèõ óêëàäîâ, èñêëþ÷èâ íåñõîäÿùèåñÿ âðåìåíí�ûå ðÿäû ìåòîäîì ñêâîçÿùåãî ñðåäíåãî, � ò. å.
ñàìîñòîÿòåëüíî âûäåëèë òðåíä. Ïîñëå ÷åãî ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî âñå ðåâîëþöèè è âîéíû ïðîèñõîäÿò âîëíàìè
ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ïðèìåðíî â 50 ëåò.
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äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è íà ðåøåíèÿ ïðîñòûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷, ãäå äîñòèãàåòñÿ
ìàêñèìóì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà).

Èòàê, ðàññìîòðèì π-ìîäåëü (íàçûâàåìóþ òàê â ÷åñòü Ïåòðîâà À. À. è Èâà-
íèëîâà Þ. Ï., êîòîðûå åå ðàçðàáîòàëè). Åñëè ðàíüøå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû
ìîãëè ñâîáîäíî ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ ìåæäó îòðàñëÿìè (òàê áûëî â XIX-ì âåêå),
òî òåïåðü âîçíèêàåò âñå áîëüøå ïðèìåðîâ îáðàòíîãî � çäàíèÿ ïåðåìåùàòü íåâîç-
ìîæíî, òóðáèíû ãîäÿòñÿ ëèøü äëÿ ñïåöèôè÷åñêîãî ðîäà äåÿòåëüíîñòè è ò. ä. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, ãäå ôîíäû íåïåðåäàâàåìû (íàì åå áóäåò
äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ):

t = 0, . . . , T − 1 � ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåíòû âðåìåíè äî ãîðèçîíòà ïëàíèðî-
âàíèÿ T ;

~ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξn(t)) � âåêòîð ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé, ïðè÷åì
~ξ(0) = ~ξ0 > 0; ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð âàëîâûõ âûïóñêîâ ñòàíîâèòñÿ îãðàíè÷åí
ñâåðõó ~x(t) 6 ~ξ(t);

~θ(t) � âåêòîð ïðèðîñòà ìîùíîñòåé, ò. å. ~ξ(t+ 1) = ~ξ(t) + ~θ(t);
A ∈ Rn×m � ìàòðèöà Ëåîíòüåâà ïðÿìûõ çàòðàò, ñîîòâåòñòâåííî A~x� ñûðüåâîé

ñïðîñ;
B ∈ Rn×m, B > 0 � ìàòðèöà ïðèðîñòíûõ ôîíäîâ, ò. å. B~θ(t) � çàòðàòû,

íåîáõîäèìûå äëÿ ïðèðîñòà ìîùíîñòåé (ñîçäàíèÿ íîâûõ ìîùíîñòåé);
~K � êàê è â ïðèìåðàõ ðàíüøå, ñòðóêòóðà ïîòðåáëåíèÿ, à η(t) � êîëè÷åñòâî

ïîòðåáëÿåìûõ êîìïëåêòîâ; òåïåðü, êàê è ðàíåå, èçáàâëÿåìñÿ îò ëèøíåé ïåðåìåí-
íîé â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ~ω(t) � âåêòîðà êîíå÷íûõ âûïóñêîâ, è ó÷òåì îãðàíè÷åíèå
~ω(t) > η(t) ~K â îãðàíè÷åíèè íà âàëîâûå âûïóñêè: ~x(t) > A~x(t) +B~θ(t) + η(t) ~K;

~c � âåêòîð ðåñóðñîåìêîñòåé, R(t) � ñîâîêóïíûé îáúåì ðåñóðñîâ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, ÿâëÿåòñÿ ýíäîãåííîé ïåðåìåííîé; åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå ~c~x(t) 6 R(t);

π(t) = δt � óðîâåíü ¾óäîâëåòâîðåíèÿ¿ îò ïîòðåáëåíèÿ, ãäå δ � íåêèé êîýô-
ôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàþùèé öåííîñòü òåêóùåãî ïîòðåáëåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî áóäóùåãî.

Îïÿòü æå, âîâçðàùàåìñÿ ê êîíöåïöèè ÷èñòûõ îòðàñëåé (n îòðàñëåé, âûïóñêàþ-
ùèõ îäíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ â m ðåãèîíàõ). Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ
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çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè óðîâíÿ æèçíè:

T−1∑
t=0

π(t)η(t)→ max

~x(t) > A~x(t) +B~θ(t) + η(t) ~K, t = 0, T − 1

~x(t) 6 ~ξ(t), t = 0, T − 1

~c~x(t) 6 R(t), t = 0, T − 1

~ξ(t+ 1) = ~ξ(t) + ~θ(t), t = 0, T − 1

~ξ(0) = ~ξ0
~θ(t) > 0, t = 0, T − 1

η(t) > 0

Ó ýòîé ìîäåëè åñòü äåôåêòû: ïðîèçâîäèìàÿ ïðîäóêöèÿ èäåò íà ïðîèçâåäåíèå
íîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé è íà ïîòðåáëåíèå. Ïðè ýòîì íà êîíå÷íûõ èòå-
ðàöèÿõ ìîùíîñòè ïåðåñòàþò ïðîèçâîäèòüñÿ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ òàêîãî ðîäà äåôåêòà
ìîæíî óñòðåìèòü ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü, T →∞. Â ýòîì ñëó÷àå
âûïóñêè ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íûìè íàáîðàìè âåêòîðîâ. ×òî ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå ïðîèçîéäåò ñ öåíàìè? Èõ ìîæíî îòíîðìèðîâàòü, òåì ñàìûì èñêëþ÷èâ
ðîñò, � ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ ýëåìåíòàìè l∞. Ðàáîòàòü ñ áàíàõîâûì ïðåäåëîì
(ôóíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ¾õâîñòà¿) ìû íå ãîòîâû. Âî èçáåæàíèå ýòî-
ãî, ïîïðàâèì çàäà÷ó: îãðàíè÷èì ~ξ(T ) ñíèçó âåëè÷èíîé ~ξT . Åñëè çíà÷åíèå ~ξT äîñòà-
òî÷íî ìàëî, òî ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ~ξT î÷åíü áîëüøîå,
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé.

T−1∑
t=0

π(t)η(t)→ max

~x(t) > A~x(t) +B~θ(t) + η(t) ~K, t = 0, T − 1 |~p(t) > 0

~x(t) 6 ~ξ(t), t = 0, T − 1 |~r(t) > 0

~c~x(t) 6 R(t), t = 0, T − 1 |s(t) > 0

~ξ(t+ 1) = ~ξ(t) + ~θ(t), t = 0, T − 1 |~µ(t+ 1)

~ξ(0) = ~ξ0 |~µ(0)

~ξ(T ) > ~ξT |~µT > 0

~θ(t) > 0, t = 0, T − 1

η(t) > 0

(2.42)

(îãðàíè÷åíèå ~x(t) > 0, t = 0, T − 1 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ïðîäóêòèâíî-
ñòè ìàòðèöû A).
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Ïðèïèøåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ê îãðàíè÷åíèÿì ñ ó÷åòîì èõ òèïà: ~p(t) > 0
� âåêòîð öåí â ïåðèîä âðåìåíè t; ~r(t) > 0 � àðåíäíàÿ ïëàòà çà èñïîëüçîâà-
íèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé; s(t) > 0 � åäèíàÿ ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû;
~µ(t + 1), t = 0, T − 1, ~µ(0) � ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé è ~µT > 0.
Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.42)

L
({
~x(t), η(t), ~θ(t), ~ξ(t) | t = 0, T − 1

}
, ~ξ(T ),{

~p(t), ~r(t), s(t), ~µ(t) | t = 0, T − 1
}
, ~µ(T ), ~µT

)
=

=
T−1∑
t=0

{
π(t)η(t) +

〈
~p(t), ~x(t)− A~x(t)−B~θ(t)− η(t) ~K(t)

〉
+
〈
~r(t), ~ξ(t)− ~x(t)

〉
+

+ s(t) (R(t)− ~c~x) +
〈
~µ(t+ 1), ~ξ(t) + ~θ(t)− ~ξ(t+ 1)

〉}
+

+
〈
~µ(0), ~ξ0 − ~ξ(0)

〉
+
〈
~µ(T ), ~ξ(T )− ~ξT

〉
=

ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ äâîéñòâåííîé ê
Ç. Ë. Ï. (2.42) çàäà÷è:

= ~µ(0)~ξ0 − ~µ(T )~ξT +
T−1∑
t=0

s(t)R(t) +
T−1∑
t=0

{〈
~x(t), ~p(t)− AT~p(t)− s(t)~c− ~r(t)

〉
+

+ η(t)(π(t)− ~p(t) ~K) +
〈
~θ(t), ~µ(t+ 1)−BT~p(t)

〉
+
〈
~ξ(t), ~µ(t+ 1) + ~r(t)− ~µ(t)

〉}
+

+
〈
~ξ(T ), ~µT − ~µ(T )

〉
.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìà äâîéñòâåííàÿ ê Ç. Ë. Ï. (2.42) çàäà÷à èìååò âèä

~µ(0)~ξ0 − ~µ(T )~ξT +
T−1∑
t=0

s(t)R(t)→ min

~p(t) = AT~p(t) + s(t)~c+ ~r(t)

~p(t) ~K > π(t), t = 0, T − 1

BT~p(t) > ~µ(t+ 1), t = 0, T − 1

~µ(t) = ~µ(t+ 1) + ~r(t)

~µ(T ) = ~µT
~p(t) > 0

~r(t) > 0

s(t) > 0

~µT > 0

(2.43)

Âûïèøåì óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:〈
~p(t), ~x(t)− A~x(t) +B~θ(t) + η(t) ~K

〉
= 0, t = 0, T − 1; (2.44)
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〈
~r(t), ~ξ(t)− ~x(t)

〉
= 0, t = 0, T − 1; (2.45)

s(t) (R(t)− ~c~x) = 0, t = 0, T − 1; (2.46)〈
~µ(T ), ~ξ(T )− ~ξT

〉
= 0; (2.47)

η(t)(π(t)− ~p(t) ~K) = 0, t = 0, T − 1; (2.48)〈
~θ(t), ~µ(t+ 1)−BT~p(t)

〉
= 0, t = 0, T − 1. (2.49)

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü
({
~̂x(t), η̂(t), ~̂θ(t), ~̂ξ(t) | t = 0, T − 1

}
, ~̂ξ(T )

)
� ðåøå-

íèå Ç. Ë. Ï. (2.42),
({
~̂p(t), ~̂r(t), ŝ(t), ~̂µ(t) | t = 0, T − 1

}
, ~̂µ(T ), ~̂µT

)
� ðåøåíèå

Ç. Ë. Ï. (2.43) è ïóñòü 0 6 τ 6 T − 1. Òîãäà
(
~̂x(τ), η̂(τ), ~̂θ(τ)

)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì Ç. Ë. Ï. (2.50), à
(
~̂p(τ), ~̂r(τ), ŝ(τ)

)
� ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé ê Ç. Ë. Ï. (2.50)

çàäà÷è (2.51).



π(τ)η(τ) +
〈
~̂µ(τ + 1), ~θ(τ)

〉
→ max

~x(τ) > A~x(τ) +B~θ(τ) + η(τ) ~K

~x(τ) 6 ~̂ξ(τ)

~c~x(τ) 6 R(τ)

~ξ(t+ 1) = ~ξ(t) + ~θ(t), t = 0, T − 1

~θ(τ) > 0

η(τ) > 0

(2.50)

(îïÿòü æå îãðàíè÷åíèå ~x(τ) > 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ïðîäóêòèâíîñòè
ìàòðèöû A). 

s(τ)R(τ) + ~r(τ)~̂ξ(τ)→ min

~p(τ) = AT~p(τ) + s(τ)~c+ ~r(τ)

~p(τ) ~K > π(τ)

BT~p(τ) > ~̂µ(τ + 1)

~p(τ) > 0

~r(τ) > 0

s(τ) > 0

(2.51)

Çäåñü óæå ~̂µ(τ + 1) è ~̂ξ(τ) ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè.
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Çàìå÷àíèå. Êàêîâû æå ïðàâèëà ïîäñ÷åòà ñòîèìîñòåé ìîùíîñòåé? Àðåíäíàÿ
ïëàòà çà ïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè åñòü

~r(t) = ~p(t)− AT~p(t)− s(t)~c,

ò. å. èç ñòîèìîñòè ïðîäóêöèè âû÷èòàþò ñòîèìîñòü ñûðüåâûõ çàòðàò è âûïëàòû
ðàáî÷èì. Âåêòîð æå öåí ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé ñîñòàâëÿåò ñóììàðíàÿ ïðè-
áûëü, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè:

~µ(t) =
T−1∑
α=t

~r(α) + ~µT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ Ç. Ë. Ï. (2.50) è
Ç. Ë. Ï. (2.51) ñîâïàäàþò ñ (2.44) � (2.46) è (2.48), (2.49) òîëüêî ïðè t = τ . Äà-
ëåå ïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñò-
êîñòè (òåîðåìà 2). Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (2.50) âûïîëíÿþòñÿ, ò. ê. âçÿòû èç
çàäà÷è (2.42); â çàäà÷å (2.51) âûïîëíÿþòñÿ, ò. ê. âçÿòû èç çàäà÷è (2.43). Çíà-

÷èò, â ñèëó äîñòàòî÷íîñòè,
(
~̂x(τ), η̂(τ), ~̂θ(τ)

)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.50), à(

~̂p(τ), ~̂r(τ), ŝ(τ)
)
� ðåøåíèåì Ç. Ë. Ï. (2.51). �

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å óïðàâëåíèåì ÿâëÿëñÿ

(~x(·), ~θ(·), η(·)), âåêòîð ~̂ξ(τ) ÿâëÿëñÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé, ~̂µ(τ + 1) � ñîïðÿæåí-
íîé òðàåêòîðèåé. ×òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿë ôóíêöèîíàë â çàäà÷å (2.50)? Èñïîëüçóÿ
óñëîâèÿ (2.48) è (2.49) ïðè t = τ , ïîëó÷àåì

π(τ)η(τ) +
〈
~̂µ(τ + 1), ~θ(τ)

〉
= η(τ)~p(τ) ~K︸ ︷︷ ︸

êîíå÷íîå ïîòðåáëåíèå

+
〈
~p(τ), B~θ(τ)

〉
.︸ ︷︷ ︸

ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà â òåðìèíàõ ìîäåëè ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðîñòà ÿâëÿåòñÿ âàëîâûì âíóòðåííèì ïðîäóêòîì.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðåòü π-ìîäåëü, â êîòîðîé R ÿâëÿåòñÿ ýêçîãåííûì ïà-
ðàìåòðîì.

2.6 Òåîðåìà î ìàãèñòðàëè.

I. Â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ 20-ãî âåêà ïðîèñõîäèëà ñìåíà ïîëèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ è
öåííîñòåé, êàê ñëåäñòâèå, ìåíÿëèñü è öåëè îáùåñòâà. Îäíàêî, äîëÿ ÂÂÏ îñòàâà-
ëàñü íåèçìåííîé. Ìàãèñòðàëüíàÿ òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåò ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, â êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ôóíêöèîíàë. Íàïðèìåð, ñ ïðèõîäîì ôàøèñòñêîãî ðå-
æèìà èçìåíåíèÿ ïðåòåðïåëà ãåîãðàôè÷åñêàÿ êàðòà ìèðà, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ïîñòàíîâêå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.
Êàê âåñòè ñåáÿ îïòèìàëüíî?.
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II. Â ñîâðåìåííîé ýêîíîìèêå îêîëî 109 íàèìåíîâàíèé òîâàðîâ, ïîòîêè êîòîðûõ
ðåãóëèðóþòñÿ ñêàëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Êàê òàêîå âîçìîæíî?

Òåîðèÿ ìàãèñòðàëåé è áóäåò îòâå÷àòü íà ýòè âîïðîñû.

Ââåäåì ïîíÿòèå êâàçèìåòðèêè. Ïóñòü ~x ∈ Rn, ~x 6= 0 è ~y ∈ Rn, ~y 6= 0. Òîãäà
ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

ρ(~x, ~y) =

∥∥∥∥ ~x

‖~x‖
− ~y

‖~y‖

∥∥∥∥
áóäåì íàçûâàòü êâàçèìåòðèêîé.

Ñâîéñòâà êâàçèìåòðèêè:
1) ∀λ > 0, µ > 0, ~x ∈ Rn\{0}, ~y ∈ Rn\{0} ñïðàâåäëèâî, ÷òî

ρ(λ~x, µ~y) = ρ(~x, ~y);

2) ρ(~x, ~y) = ρ(~x, ~z) + ρ(~z, ~y), ~z ∈ Rn\{0};
3) ρ(~x, ~y) = ρ(~y, ~x);
4) ρ(~x, ~y) = 0 ⇔ ∃λ > 0 | ~y = λ~x.

*Ýòî ñâîéñòâî êàê ðàç òàêè îïðåäåëÿåò êâàçèìåòðèêó (ó ìåòðèêè ~x = ~y);
5) åñëè lim

t→∞
~x(t) = ~̃x 6= 0, lim

t→∞
~y(t) = ~̃y 6= 0, òî lim

t→∞
ρ(~x(t), ~y(t)) = ρ(~̃x, ~̃y);

6) åñëè 0 < ε <
√

2, ~̂x 6= 0, Γε(~̂x) = {~x ∈ Rn\{0} | ρ(~x, ~̂x) < ε}, òî Γε(~̂x)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì.
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 6. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 ìíîæåñòâî Γε(~̂x) ÿâëÿåòñÿ
êîíóñîì ïðè ëþáîì ε > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < ε <

√
2 ýòîò êîíóñ âûïóêëûé.

~x

~̂x

δ

ρ(~x, ~̂x)

1

1

Äëÿ ëþáîãî 0 < ε <
√

2 íàéä¼òñÿ δ(ε) > 0,
ε

2
= sin

δ(ε)

2
òàêîé, ÷òî

ρ(~x, ~̂x) < ε ⇔ 〈~x, ~̂x〉
‖~x‖‖~̂x‖

> 1− δ(ε).

Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(~x, ~̂x) < ε ⇔ 〈~x, ~̂x〉
‖~x‖‖~̂x‖

= cos∠(~x, ~̂x) > cos δ(ε) = 1− 2 sin2 δ(ε)

2
>
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sin2 x < sinx < x íà [0, π2 ]

> 1− 2
δ(ε)

2
= 1− δ(ε).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ~x ∈ Γε(~̂x) è ~y ∈ Γε(~̂x) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

〈~x, ~̂x〉 > (1− δ(ε)) ‖~x‖‖~̂x‖

〈~y, ~̂x〉 > (1− δ(ε)) ‖~y‖‖~̂x‖,
îòêóäà

〈~x+ ~y, ~̂x〉 > (1− δ(ε)) (‖~x‖+ ‖~y‖) ‖~̂x‖ >
> (1− δ(ε)) ‖~x+ ~y‖‖~̂x‖

,

ò. å. ~x+ ~y ∈ Γε(~̂x) ⇒ Γε(~̂x) � âûïóêëûé êîíóñ. �

Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ Ëåîíòüåâà6 

A~x(t+ 1) 6 ~x(t) (t = 0, . . . , T − 1)

~x(0) = ~x0
~x(t) > 0 (t = 1, . . . , T )

(2.52)

Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ êîíå÷íîãî âûïóñêà

~c~x(T )→ max, (2.53)

Çäåñü ~c ∈ Rn
+\{0}, ~x0 ∈ intRn

+, T � ïàðàìåòðû òàêîãî ñåìåéñòâà çàäà÷. Ìàò-
ðèöà A ôèêñèðîâàíà äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ðàçâèòûõ êàïèòà-
ëèñòè÷åñêèõ ñòðàí.

Îïðåäåëåíèå 4 (Ñàìóýëüñîí, Äîðôìàí, Ñîëîó).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ~̂x 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ìàãèñòðàëüþ äëÿ ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëü-

íûõ çàäà÷ (2.52) � (2.53), åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃τ1(ε, A) > 0, τ2(ε, A) > 0, íå çàâèñÿùèå
îò ~c, ~x0, T òàêèå, ÷òî ðåøåíèå {~x(t) | t = 1, . . . , T} Ç. Ë. Ï. (2.52) � (2.53) óäî-
âëåòâîðÿåò ïðè τ1(ε, A) 6 t 6 T − τ2(ε, A) íåðàâåíñòâàì

ρ(~x(t), ~̂x) < ε.

Îïðåäåëåíèå ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïóñòèì,
íàì íàäî ïîïàñòü èç îäíîé òî÷êè ìåãàïîëèñà â äðóãóþ. Â äàííîì ñëó÷àå äâèæåíèå
ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè íå âñåãäà áóäåò îïòèìàëüíûì îòâåòîì � èíîãäà ïðàâèëüíåå
áóäåò âûåõàòü íà ìàãèñòðàëü è ñäåëàòü ¾êðþê¿, ïðè ýòîì ïðîåõàòü ó÷àñòîê ïóòè
íà á�îëüøåé ñêîðîñòè.

6Íàì äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîçðà÷íîñòè ïîâåñòâîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü ìîäåëü Ëåîíòüåâà, õîòÿ åñòü è åå îáîáùåíèÿ
� ìîäåëü Íåéìàíà, â êîòîðîé êðîìå ìàòðèöû çàòðàò A ââîäèòñÿ ìàòðèöà âûïóñêà B, è êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè Ãåéëà.
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Òåîðåìà 4 (Ìîðèøèìà Ì.).
Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, ~xA � åå âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà, ò. å.

A~xA = λ(A)~xA, ~xA > 0.
Òîãäà ~xA ÿâëÿåòñÿ ìàãèñòðàëüþ äëÿ ñåìåéñòâà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ (2.52) � (2.53) ñ ïàðàìåòðàìè ~c ∈ Rn
+\{0}, ~x0 ∈ intRn

+, T > 0.

Íàïîìíèì òåîðåìó 6 ãëàâû 1 â òåðìèíàõ êâàçèìåòðèêè (íàì ïîíàäîáèòñÿ ëèøü
÷àñòü ýòîé òåîðåìû, îòâå÷àþùàÿ çà äîñòàòî÷íîñòü).

Òåîðåìà 5 (îá óñòîé÷èâûõ ìàòðèöàõ).
Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà è ~xA � åå âåêòîð Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà.

Òîãäà äëÿ ∀ε > 0, ∀~y(0) ∈ Rn
+\{0} ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ(ε, A, ~y(0)) òàêîå, ÷òî

ïðè t > τ(ε, A, ~y(0)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ
(
At~y(0), ~xA

)
< ε.

Çäåñü ~y(t) = At~y(0), à ~y(t+ 1) � ðåøåíèå ñèñòåìû ~y(t+ 1) = A~y(t).
Óñèëåíèåì ýòîé òåîðåìû áóäåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà è ~xA � åå âåêòîð Ôðîáåíèóñà-
Ïåððîíà. Òîãäà äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ(ε, A) òàêîå, ÷òî äëÿ
∀~y(0) ∈ Rn

+\{0} è ∀t > τ(ε, A) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ
(
At~y(0), ~xA

)
< ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~ei � åäèíè÷íûé âåêòîð (i-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1, îñòàëü-
íûå � 0). Òîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ~y(0) êàê

~y(0) =
n∑
i=1

[~y(0)]i~ei,

ãäå [~y(0)]i > 0, i = 1, . . . , n. Ñîîòâåòñòâåííî

At~y(0) =
n∑
i=1

[~y(0)]iA
t~ei.

Ïîëîæèì τ(ε, A)
◦
= max

16i6n
τ(ε, A,~ei). Òîãäà äëÿ t > τ(ε, A) > τ(ε, A,~ei) âûïîëíÿåò-

ñÿ
ρ(At~ei, ~xA) < ε,

÷òî ðàâíîñèëüíî At~ei ∈ Γε(~xA), îòêóäà, â ñèëó ñâîéñòâà 6) êâàçèìåòðèêè,
At~y(0) ∈ Γε(~xA). �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ∃τ0(A) > 0 òàêîå, ÷òî
∀~y(0) ∈ Rn

+\{0} ïðè t > τ(A) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

At~y(0) > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ~xA > 0 (ò. ê. A íåðàçëîæèìà). Òîãäà ∃ε0 > 0
òàêîå, ÷òî ∀~x ∈ Γε0(~xA) áóäåò ïîëîæèòåëåí, ò. å. ~x > 0

Ïîëîæèì τ0(A) = τ(ε0, A) (ôèãóðèðóþùåå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1). Òîãäà
ïðè t > τ0(A)

At~y(0) ∈ Γε0(~xA),

îòêóäà At~y(0) > 0. �

Ëåììà 2. Ïóñòü A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà è {~x(t) | t = 1, . . . , T} � ðåøåíèå
Ç. Ë. Ï. (2.52) � (2.53) ñ ïàðàìåòðàìè ~c ∈ Rn

+\{0}, ~x0 ∈ intRn
+. Òîãäà

~c~x(T ) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ~̂x(t)
◦
= βλ(A)−t~xA, ãäå β > 0 ïîäáåðåì ïîçæå.

Òàê êàê ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, òî ~xA > 0, λ(A) > 0.
Òîãäà ~c~̂x(T ) = βλ(A)−T~c~xA > 0. Òàêèì îáðàçîì, ~̂x(t) > 0 ïðè t = 1, . . . , T .

A~̂x(t+ 1) = βλ(A)−t−1A~xA =

= βλ(A)−t~xA =

= ~̂x(t) ïðè t = 1, . . . , T − 1.

Ïðè t = 0 A~̂x(1) 6 ~x0 ⇔

⇔ βλ(A)−1A~xA 6 ~x0 ⇔
⇔ β~xA 6 ~x0,

çíà÷èò âûáèðàåì β êàê

β
◦
= min

16i6n

[~x0]i
[~xA]i

.

�

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü íåïîñðåäñòâåííî òåîðåìó Ìîðèøèìû, ïåðåéäåì ê çà-
äà÷å, äâîéñòâåííîé ê (2.52) � (2.53). Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì åå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ôóíêöèè äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è:

L ({~x(t) | t = 1, . . . , T}, {~p(t) | t = 0, . . . , T − 1}) =

= ~c~x(T ) +
T−1∑
t=1

〈~p(t), ~x(t)− A~x(t+ 1)〉+ 〈~p(0), ~x0 − A~x(1)〉 =

= ~p(0)~x0 +
T−1∑
t=1

〈~x(t), ~p(t)− AT~p(t− 1)〉+ 〈~x(T ),~c− AT~p(T − 1)〉.
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Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä
~p(0)~x0 → min

AT~p(t− 1) > ~p(t) t = 1, . . . , T − 1

AT~p(T − 1) > ~c

~p(t) > 0, t = 0, . . . , T − 1

(2.54)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.52) � (2.53):

〈~p(t), ~x(t)− A~x(t+ 1)〉 = 0, t = 1, . . . , T − 1

〈~p(0), ~x0 − A~x(1)〉 = 0
(2.55)

äëÿ çàäà÷è (2.54):

〈~x(t), ~p(t)− AT~p(t− 1)〉 = 0, t = 1, . . . , T − 1

〈~x(T ),~c− AT~p(T − 1)〉 = 0
(2.56)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 .
1) A~x(T ) 6 ~x(T − 1)

Aθ~x(T ) 6 ~x(T − θ)
Aθ+1~x(T ) 6 A~x(T − θ) 6 ~x(T − θ − 1)

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ~x(T ) ∈ Rn
+\{0}. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ïðè θ > τ0(A) èìååì,

÷òî Aθ~x(T ) > 0. Òîãäà ~x(t) > 0 ïðè t = 1, . . . , T − τ0(A).
2) Èç (2.54) è (2.56) èìååì, ÷òî ~p(t) = AT~p(t − 1) ïðè t = 1, . . . , T − τ0(1),

îòêóäà
~p(t) = (AT)t~p(0), t = 1, . . . , T − τ0(A).

Ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè ~p(0)~x0 = ~c~x(T ) > 0 (ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ â ñèëó ëåììû 2). Òîãäà ~p(0) ∈ Rn

+\{0}.
Òàê êàê A óñòîé÷èâà, òî è AT óñòîé÷èâà, à çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 2, ïðè

τ0(A
T) 6 t 6 T − τ0(A) èìååì, ÷òî ~p(t) > 0.
3) Èç (2.52) � (2.53) è (2.55) ïîëó÷àåì, ÷òî ~x(t) = A~x(t + 1) ïðè t =

τ0(A
T), . . . , T − τ0(A). ~x(T − τ0(A)) > 0

~x(t) = AT−τ0(A)−t~x(T − τ0(A)), t = τ0(A
T), . . . , T − τ0(A).

Â ñèëó ëåììû 1 èìååì, ÷òî ïðè T − τ0(A)− t > τ(ε, A) è τ0(AT) < t ñïðàâåäëèâî,
÷òî

ρ(~x(t), ~xA) < ε.

Ïîëàãàÿ τ1(ε, A) = τ0(A
T) è τ2(ε, A) = τ0(A) + τ(ε, A), ïîëó÷àåì, ÷òî ~xA � ìàãè-

ñòðàëü äëÿ ñåìåéñòâà Ç. Ë. Ï. (2.52) � (2.53). �

Îïðåäåëåíèå 4 äà¼ò ïîíÿòèå ìàãèñòðàëè â ñèëüíîé ôîðìå. Â ìîäåëè Ãåéëà
� â ñëàáîé (íåëüçÿ ñêàçàòü â êàêèå èìåííî èñêëþ÷èòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ). Â ñèëüíåéøåé ôîðìå ρ(~x(t), ~̂x) = 0, ÷òî ìû è äîêàçàëè.
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2.7 Ìîäåëü Êîêñà-Ðîññà-Ðóáèíøòåéíà7.

Â 1960-ì ãîäó êîëîíèàëüíûå ñòðàíû ïîëó÷èëè íåçàâèñèìîñòü8. Íåôòåäîáûâà-
þùèå ñòðàíû ñòðåìèëèñü âåðíóòü êîíòðîëü íàä ñâîèìè ðåñóðñàìè. Ñ òðàíñíàöè-
îíàëüíûìè êîìïàíèÿìè áûëè çàêëþ÷åíû äîãîâîð¼ííîñòè, ñîãëàñíî êîòîðûì îíè
ìîãëè äîáûâàòü íåôòü íà òåððèòîðèè ýòèõ ñòðàí åù¼ â òå÷åíèå 15 ëåò. Çàòðàòû íà
äîáû÷ó íåôòè â òåêóùèõ öåíàõ ñîñòàâëÿëè îêîëî 10 ìëðä $. Â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ
ïðàâèòåëüñòâà ñòðàí � ÷ëåíîâ ÎÏÅÊ óæå ïîëíîñòüþ ðåãóëèðîâàëè ïðîèçâîäñòâî
íåôòè íà ñâîåé òåððèòîðèè è â 1973 ãîäó èñêóññòâåííî ïîâûñèëè öåíû íà íåôòü.
Ðåàêöèåé äðóãèõ ñòðàí íà òàêóþ ìîíîïîëèþ ñòðàí-íåôòåäîáûò÷èêîâ ñòàë ýíåð-
ãåòè÷åñêèé êðèçèñ 1974-ãî, êîòîðûé ñèëüíåå âñåãî óäàðèë ïî ðàçâèòûì ñòðàíàì
(ÑÑÑÐ ïðèøëîñü ñíèçèòü ýíåðãîïîòðåáëåíèå íà 15% ÷òîáû âûéòè èç íåãî).

Â 1980-å ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ, îòîðâàííûõ îò ðåàëü-
íîé ýêîíîìèêè çà ñ÷¼ò âëèâàþùèõñÿ òóäà ñðåäñòâ (â 1980 ãîäó îáúåì ôèíàíñîâûõ
àêòèâîâ ñîñòàâëÿë 120% ìèðîâîãî ÂÂÏ, â 2007-ì � 355%). Õàðàêòåðíîå âðåìÿ
èçìåíåíèÿ öåí íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì â ðåàëüíîé ýêîíîìè-
êå. Íà ïîâåäåíèå öåí âëèÿþò ôèíàíñîâûå ðèñêè. Íàïðèìåð, êîìïàíèè, èìåþùèå
âûõîä íà ðûíêè Åâðîïû è Àìåðèêè (òîðãóþò íà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî â åâðî è
äîëëàðàõ) ñòàëêèâàþòñÿ ñ ðèñêàìè ïîòåðü èç-çà äåíåæíûõ ïåðåâîäîâ è íåâûãîä-
íûõ êðåäèòîâ. Ïåðåä íèìè ñòàâèòñÿ çàäà÷à èçáåæàòü ðèñêè. Îáñóæäàåìàÿ íàìè
ìîäåëü êàê ðàç íåéòðàëüíà ê ðèñêó.

Áóäåì â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 1, . . . , T ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå ôèíàíñîâî-
ãî ðûíêà, íà êîòîðîì öèðêóëèðóþò àêòèâû äâóõ âèäîâ: îáëèãàöèè (áåçðèñêîâûå
àêòèâû9) è àêöèè (ðèñêîâûå àêòèâû).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r− 1 ïîñòîÿííà â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà öåíà îáëèãàöèè b â êàæäûé ïåðèîä âðåìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ
â r ðàç.

Íîðìà äîõîäíîñòè àêöèè â êàæäûé ïåðèîä âðåìåíè ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç
äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé: u− 1 èëè d− 1 (d < u). Òàêèì îáðàçîì, öåíà àêöèè s
â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ïîéòè êàê ââåðõ us, òàê è âíèç ds.

Íàì èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà

d < r < u

(åñëè r < d, òî áóäóò ïîêóïàòüñÿ òîëüêî àêöèè, à åñëè r > u � òîëüêî îáëèãàöèè).
Óòî÷íèì ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ ôèíàíñîâîãî ðûíêà. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå 1 çà-

äà¼òñÿ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè b(1) è s(1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Ñëåäóþùèå

7Íåïðåðûâíûé àíàëîã Áëýêà-Øîóëçà ýòîé ìîäåëè áûë óäîñòîåí íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ìàòåìàòèêå.
8Äåêëàðàöèÿ î ïðåäîñòàâëåíèè íåçàâèñèìîñòè êîëîíèàëüíûì ñòðàíàì è íàðîäàì áûëà ïðèíÿòà ïî èíèöèàòèâå

ÑÑÑÐ 14 äåêàáðÿ 1960 íà 15-é ñåññèè ÃÀ ÎÎÍ.
9Åñòü ëè áåçðèñêîâûå àêòèâû â ðåàëüíîé æèçíè? Òàêîâûìè ñ÷èòàþòñÿ öåííûå áóìàãè àìåðèêàíñêîãî êàçíà-

÷åéñòâà.
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ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê óçëû äâîè÷íîãî äåðåâà: ñîñòîÿíèþ ïðèïèñûâàåòñÿ 1,
åñëè öåíà àêöèè ïîøëà ââåðõ è 0, åñëè âíèç.

1

10

11

100

101

110

111

t=0 t=1 t=2 t=... t=T

2T

Âñåãî â òàêîì äåðåâå 2T+1 − 1 ñîñòîÿíèé, 2T èç êîòîðûõ � òåðìèíàëüíûå.
Òàê, ïðîìåæóòî÷íîìó ñîñòîÿíèþ j, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîä âðåìåíè

τ(j) = [log2 j], ïðåäøåñòâóåò ñîñòîÿíèå [ j2 ]. Èç ñîñòîÿíèÿ j ìîæíî ïîïàñòü â ñî-
ñòîÿíèÿ 2j è 2j + 1:

[ j2 ] j

2j

2j+1

t=τ(j)−1 t=τ(j) t=τ(j)+1

ïðè÷¼ì
b(2j)

b(j)
=
b(2j + 1)

b(j)
= r,

s(2j)

s(j)
= d,

s(2j + 1)

s(j)
= u. (2.57)

×òîáû èçáåæàòü ðèñêè, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì öåíû àêöèè â ìîìåíò âðåìå-
íè T , ìåæäó òîðãóþùèìè íà ôèíàíñîâîì ðûíêå ñïåêóëÿíòàìè (èëè áðîêåðàìè)
çàêëþ÷àþòñÿ îïöèîííûå êîíòðàêòû. Îïöèîí � ýòî öåííàÿ áóìàãà, âëàäåëåö êîòî-
ðîé ïîëó÷àåò ïðàâî êóïèòü èëè ïðîäàòü (â çàâèñèìîñòè îò âèäà îïöèîíà) àêöèþ
ïî çàäàííîé öåíå (íàçûâàåìîé öåíîé èñïîëíåíèÿ îïöèîíà). Âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì
ïðàâîì âëàäåëåö åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ìîæåò òîëüêî â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè
� â ñðîê èñïîëíåíèÿ îïöèîíà. Âëàäåëåö æå àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ìîæåò èñïîë-
íèòü åãî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äî ñðîêà èñïîëíåíèÿ âêëþ÷èòåëüíî. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü åâðîïåéñêèå îïöèîíû ñî ñðîêîì èñïîëíåíèÿ T .

Ïðèìåðû îïöèîíîâ:

1) Îïöèîí íà ïðîäàæó (put � ïóò-îïöèîí) äà¼ò ïðàâî ïðîäàòü àêöèþ â ìîìåíò
âðåìåíè T ïî öåíå èñïîëíåíèÿ κ. Åñëè öåíà àêöèè s íå ìåíüøå, ÷åì κ, òî ìû å¼
ïðîäà¼ì, íå ïîëüçóÿñü ýòèì ïðàâîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû èñïîëíÿåì îïöèîí
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è ïðîäà¼ì àêöèþ ïî öåíå κ ñïåêóëÿíòó, ñ êîòîðûì çàêëþ÷èëè êîíòðàêò. Òàêèì
îáðàçîì, ïëàò¼æ ïî ïóò-îïöèîíó f(s) åñòü

f(s) =

{
0, åñëè s > κ

κ− s, åñëè s < κ
èëè f(s) = (κ− s)+.

s

f(s)

κ

κ

2) Îïöèîí íà ïîêóïêó (call � êîëë-îïöèîí) äà¼ò ïðàâî êóïèòü àêöèþ â ìîìåíò
âðåìåíè T ïî öåíå èñïîëíåíèÿ κ. Åñëè öåíà àêöèè s ìåíüøå, ÷åì κ, òî ìû å¼
ïîêóïàåì, íå ïîëüçóÿñü ýòèì ïðàâîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû èñïîëíÿåì îïöè-
îí è ïîêóïàåì àêöèþ ïî öåíå κ ó ñïåêóëÿíòà, ñ êîòîðûì çàêëþ÷èëè êîíòðàêò.
Òàêèì îáðàçîì, ïëàò¼æ ïî êîëë-îïöèîíó f(s) åñòü

f(s) =

{
s− κ, åñëè s > κ

0, åñëè s < κ
èëè f(s) = (s− κ)+.

s

f(s)

κ

3) Îïöèîí ¾ñòåëëàæ¿ äà¼ò ïðàâî èëè êóïèòü, èëè ïðîäàòü àêöèþ â ìîìåíò âðå-
ìåíè T ïî öåíå èñïîëíåíèÿ κ. Ñ ó÷¼òîì âûøåñêàçàííîãî, ôóíêöèÿ ïëàòåæà
f(s) òàêîãî îïöèîíà åñòü

f(s) = (s− κ)+ + (κ− s)+ = |s− κ|.

s

f(s)

κ

κ
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Ñïåêóëÿíò, êîòîðûé ïðîäàë îïöèîí â íà÷àëå òîðãîâ (t = 0) äîëæåí ñóìåòü
âûïëàòèòü ïî íåìó ïëàò¼æ â ñðîê èñïîëíåíèÿ. Íà ïîëó÷åííûå îò çàêëþ÷åíèÿ
îïöèîííîãî êîíòðàêòà äåíüãè îí ñîñòàâëÿåò ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã è íà÷èíàåò
òîðãîâàòü (ïðè÷¼ì îí ìîæåò ïðîäàâàòü àêöèè è îáëèãàöèè êîòîðûõ ó íåãî íåò íà
ìîìåíò ïðîäàæè � ò. å. ìîæåò âîéòè â êîðîòêóþ ïîçèöèþ). Êîëè÷åñòâî îáëèãàöèé
â ïîðòôåëå â ñîñòîÿíèè j îáîçíà÷èì β(j), à ÷èñëî àêöèé � γ(j). Òîãäà ñòîèìîñòü
ïîðòôåëÿ (β(j), γ(j)) â ñîñòîÿíèè j ðàâíà

x(j) = b(j)β(j) + s(j)γ(j).

Êîãäà â ñëåäóþùåì ñîñòîÿíèè ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ èçìåíèòñÿ, ñïåêóëÿíò áóäåò
ïåðåðàñïðåäåëÿòü àêòèâû óæå èñõîäÿ óæå èç èìåþùèõñÿ ñðåäñòâ â ðàçìåðå

b(2j + 1)β(j) + s(2j + 1)γ(j) èëè b(2j)β(j) + s(2j)γ(j).

Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ:

b(2j + 1)β(j) + s(2j + 1)γ(j) = b(2j + 1)β(2j + 1) + s(2j + 1)γ(2j + 1),

b(2j)β(j) + s(2j)γ(j) = b(2j)β(2j) + s(2j)γ(2j), j = 1, 2T − 1.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

b(j)β([ j2 ]) + s(j)γ([ j2 ]) = b(j)β(j) + s(j)γ(j), j = 2, 2T − 1.

Âûïëàòà ïî îïöèîíó â ñðîê èñïîëíåíèÿ áóäåò âîçìîæíà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëàò¼æ
â òåðìèíàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ íå ïðåâîñõîäèò èìåþùèõñÿ ñðåäñòâ:

b(j)β([ j2 ]) + s(j)γ([ j2 ]) > f(s(j)), j = 2T , 2T+1 − 1.

Èòàê, êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñóììó äåíåã íóæíî èìåòü â íà÷àëüíûé ïåðèîä âðå-
ìåíè ñïåêóëÿíòó, ÷òîáû, îáëàäàÿ ôèíàíñîâûì ïîðòôåëåì, ãàðàíòèðîâàííî âûïëà-
òèòü ïëàò¼æ ïî âòîðè÷íîìó ôèíàíñîâîìó èíñòðóìåíòó â ñðîê åãî èñïîëíåíèÿ?
Èíûìè ñëîâàìè, ìû èùåì ¾ñïðàâåäëèâóþ¿ öåíó äåðèâàòèâà, êîòîðûé ñïåêóëÿíò
ïðîäà¼ò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

b(1)β(1) + s(1)γ(1)→ min

b(j)β([ j2 ]) + s(j)γ([ j2 ]) = b(j)β(j) + s(j)γ(j), j = 2, 2T − 1
∣∣p̃(j)

b(j)β([ j2 ]) + s(j)γ([ j2 ]) > f(s(j)), j = 2T , 2T+1 − 1
∣∣p̃(j) > 0

(2.58)
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Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L
({
β(j), γ(j)|j = 1, 2T − 1

}
,
{
p̃(j)|j = 2, 2T+1 − 1

})
=

= b(1)β(1) + s(1)γ(1)+

+
2T−1∑
j=2

p̃(j)
(
b(j)β(j) + s(j)γ(j)− b(j)β([ j2 ])− s(j)γ([ j2 ])

)
+

+
2T+1−1∑
j=2T

p̃(j)
(
f(s(j))− b(j)β([ j2 ])− s(j)γ([ j2 ])

)
=

=
2T+1−1∑
j=2T

p̃(j)f(s(j)) + β(1)
(
b(1)− p̃(2)b(2)− p̃(3)b(3)

)
+

+ γ(1)
(
s(1)− p̃(2)s(2)− p̃(3)s(3)

)
+

+
2T−1∑
j=2

β(j)
(
p̃(j)b(j)− p̃(2j)b(2j)− p̃(2j + 1)b(2j + 1)

)
+

+
2T−1∑
j=2

γ(j)
(
p̃(j)s(j)− p̃(2j)s(2j)− p̃(2j + 1)s(2j + 1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ ê (2.58) çàäà÷à èìååò âèä

2T+1−1∑
j=2T

p̃(j)f(s(j))→ max

p̃(2)b(2) + p̃(3)b(3) = b(1)
∣∣ : b(1)

p̃(2)s(2) + p̃(3)s(3) = s(1)
∣∣ : s(1)

p̃(2j)b(2j) + p̃(2j + 1)b(2j + 1) = p̃(j)b(j), j = 2, 2T − 1
∣∣ : b(j)

p̃(2j)s(2j) + p̃(2j + 1)s(2j + 1) = p̃(j)s(j), j = 2, 2T − 1
∣∣ : s(j)

p̃(j) > 0, j = 2T , 2T+1 − 1

(2.59)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè

p̃(j)
(
f(s(j))− b(j)β([ j2 ])− s(j)γ([ j2 ])

)
= 0, j = 2T , 2T+1 − 1. (2.60)

Ðàçäåëèâ óñëîâèÿ â äâîéñòâåííîé çàäà÷å íà b(j), s(j) ñ ó÷¼òîì (2.57), ïîëó÷èì

p̃(2)r + p̃(3)r = 1
∣∣u

p̃(2)d+ p̃(3)u = 1
∣∣r

p̃(2j)r + p̃(2j + 1)r = p̃(j), j = 2, 2T − 1

p̃(2j)d+ p̃(2j + 1)u = p̃(j), j = 2, 2T − 1

87



Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåêóðåíòíûå ôîðìóëû
äëÿ ïåðåìåííûõ äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

p̃(2) =
1

r

(
u− r
u− d

)
, p̃(3) =

1

r

(
r − d
u− d

)
;

p̃(2j) =
1

r

(
u− r
u− d

)
p̃(j), p̃(2j + 1) =

1

r

(
r − d
u− d

)
p̃(j), j = 2, 2T − 1.

Îáîçíà÷èì 0 < p∗
◦
= u−r

u−d < 1 è îïðåäåëèì p(j) êàê

p(2) = p∗, p(3) = 1− p∗;
p(2j) = p∗p(j), p(2j + 1) = (1− p∗)p(j), j = 2, 2T − 1.

Òîãäà p̃(j) = r−τ(j)p(j), j = 2, 2T − 1. Çàìåòèì, ÷òî
∑

j|τ(j)=const
p(j) = 1. Âåëè÷èíà

p(j) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ôèíàíñîâîãî ðûíêà â ñîñòî-
ÿíèè j.

Ïðåäëîæåíèå 5 (Ôîðìóëà Êîêñà-Ðîññà-Ðóáèíøòåéíà). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (2.58) ðàâíî

r−T
T∑
k=0

Ck
T (p∗)k(1− p∗)T−kf(s(1)dkuT−k), (2.61)

ãäå p∗ = u−r
u−d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíà-
ëà â çàäà÷å (2.58) ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (2.59):

b(1)β(1) + s(1)γ(1) =
2T+1−1∑
j=2T

p̃(j)f(s(j)) = r−T
2T+1−1∑
j=2T

p(j)f(s(j)).

Äâîè÷íàÿ çàïèñü òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ j ñîäåðæèò T + 1 ðàçðÿäîâ. Âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ â ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íóëåé k = 0, T îäíà è òà æå è
ðàâíà

p(j) = (p∗)k(1− p∗)T−k.
Öåíà àêöèè â òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíà

s(j) = s(1)ukdT−k.

Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíî Ck
T . �

Ôîðìóëà (2.61) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
äèñêîíòèðóåìîãî äîõîäà.
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2.8 Òåîðèÿ àðáèòðàæà.

2.9 Àíàëèç ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ðåñóðñîâ.

2.9.1 Ìîäåëü Õàóòåêêåðà-Èîõàíñåíà.

2.9.2 Íåëèíåéíûé ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ.

2.9.3 Ìàêñèìèçàöèÿ îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà (àäìèíèñòðà-

òèâíûå ìåõàíèçìû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ).

2.9.4 ¾Õîçðàñ÷åò¿. Ìàêñèìèçàöèÿ íîðìàòèâíîé ÷èñòîé

ïðîäóêöèè.

2.9.5 Ðàâíîâåñíûå ðûíî÷íûå ìåõàíèçìû.
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Ãëàâà 3

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ è

ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

3.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè èãð.

3.2 Ìîäåëü îëèãîïîëèè Êóðíî.

3.3 Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

3.3.1 Áàðèöåíòðè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ ñèìïëåêñà.

3.3.2 Ëåììà Øïåðíåðà.

3.4 Òåîðåìà Ôàíü-Öçû.

3.4.1 Âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî.

3.5 Ìîäåëü Ýððîó-Äåáðå.

3.5.1 Êîíöåïöèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Çàêîíû Âàëü-

ðàñà.

3.5.2 Ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

3.5.3 Ñâåäåíèå ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (çàäà÷å äî-

ïîëíèòåëüíîñòè).

3.5.4 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè.

3.6 Òåîðåìû òåîðèè áëàãîñîñòîÿíèÿ.

3.7 Ïðîáëåìà êîëëåêòèâíîãî âûáîðà.

3.7.1 Áîðäà ïðîòèâ Êîíäîðñå. Ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî

áîëüøèíñòâà.

3.7.2 Ïàðàäîêñ Ýððîó.

3.7.3 Òåîðåìà Ãèááîðäà-Ñàòòåðòóýéòà.

3.8 Òåîðèÿ ìàæîðèçàöèè.
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